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Presentacio

El proposit d’aquest llibre és el d’oferir una ajuda als estudiants per tal que
es familiaritzin amb alguns conceptes basics, la qual cosa els permetra de
seguir un curs d’algebra lineal sense entrebancs. Cal tenir present que avui
en dia l’algebra lineal és una part essencial de les matematiques i s’utilitza
en una extensa varietat de disciplines. Aixi, les nocions basiques tractades
en aquest llibre seran d’interes per a aquells estudiants que vulguin dedicar-
se a les enginyeries (industrial, de telecomunicacions,...), a la informatica,
a l'estadistica, a I'’economia, etc. Tanmateix, no presentem aqui algunes
de les molts variades aplicacions de ’algebra lineal. Linic que pretenem
¢és que l'estudiant adquireixi soltura en la utilitzacié de les eines que aqui
trobara.

Precedits d'un capitol dedicat a les estructures algebraiques, el topics
d’objecte d’estudi d’aquest llibre sén: nombres complexos i polinomis, ma-
trius (incloent la resolucié de sistemes d’equacions) i determinants.

S’ha procurat fer un enfocament dels temes de la forma més entenedora
possible sense renunciar, pero, a una presentacié rigorosa dels mateixos.
Aixi, s’ha fugit d’una excessiva abstraccid, tot atenent al caracter elemen-
tal dels temes. En canvi, si que hem procurat donat de cadascun dels temes
basics tractats una visié el més amplia possible, tot acompanyant els re-
sums de la teoria corresponents d’abundants exemples i exercicis, basats en
I'experiencia docent dels autors.

Es el nostre desig que aquest llibre pugui resultar 1til a molts estudiants que
comencen els seus estudis universitaris, bé de caracter tecnic o bé cientific.
Tot i que es pot trobar actualment una gran varietat de programes in-
formatics que utilitzen algunes d’aquestes eines basiques, d’on es pot de-
duir la seva gran importancia, la possibilitat d’efectuar calculs simbolics
amb ordinador no eximeix aquells que els utilitzen de dominar aquestes
eines subjacents, ans al contrari, un bon domini d’elles garanteix una com-
prensié dels problemes que en utilitzar-los puguin anar sorgint.

Finalment, volem agrair a la Rosa Maria Cuevas la seva eficiencia a 1’hora
de transcriure els manuscrits.

Els autors
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Introduccio: context historic

Entorn del desenvolupament historic

de les equacions algebraiques

M2 Rosa Massa - M. Dolors Magret
Departament de Matematica Aplicada I

Universitat Politecnica de Catalunya

Introduccié

El conjunt dels nombres enters i el de polinomis amb coeficients en un cos sén els exemples
més basics d’anells commutatius, que constitueixen 'essencia de ’algebra commutativa,
branca de les matematiques estretament lligada a la geometria algebraica. Es a finals del
segle XIX que, amb el desenvolupament de I’algebra abstracta, els anells de polinomis es
van comencar a estudiar des d’un nou enfocament.®

L’estudi dels polinomis i de les equacions associades a ells, ha evolucionat molt al llarg
del temps, i el seu recorregut historic és molt suggerent i instructiu. Aqui analitzem
dos aspectes claus d’aquest desenvolupament. En 'apartat 1, ens ocupem de I'evolucio
historica del problema de determinar les solucions de les equacions polinomiques per
radicals a partir dels seus coeficients; en 'apartat 2, tractem de ’evolucié historica de les
demostracions del que avui anomenem Teorema fonamental de I’algebra.

1. Resolucié de les equacions algebraiques

Un algorisme de resolucié d’equacions algebraiques de segon grau ja es pot deduir a partir
de problemes resolts a les tauletes babiloniques. La matematica “babilonica” (1500 aC)
va ser transmesa per escribes i basicament utilitzada per calculs relatius a problemes
de la vida real. D’entre les tauletes d’argila en escriptura cuneiforme realitzades pels
babilonics n’hi ha moltes de numeriques (taules de multiplicacid, taules de reciprocs,...).
Les tecniques que feien servir per a la construccié d’aquestes taules numeriques constituien
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8 FEines basiques d’algebra lineal

el nexe entre els calculs i la realitat administrativa i d’enginyeria. Els babilonics van
ser els primers a formular un algorisme consistent en una serie d’instruccions (sense cap
explicacid) per a trobar solucions concretes a problemes que es poden descriure mitjangant
una equaci6 de segon grau.?

La matematica grega, basada en la geometria, va fer també la seva aportacié a la resolucié
d’equacions algebraiques. En els Elements d’Euclides (300 aC) es recullen els coneixements
matematics de diferents escoles gregues i es demostren algunes proposicions geometriques
que es poden interpretar en termes d’equacions de segon grau.?

De Diofant d’Alexandria (~ 250 - ~ 350) es conseven dues obres: Les Aritmétiques i
Els nombres poligonals. La primera consta de tretze llibres, dels quals se n’han conservat
només sis, i és un recull de problemes que, esta dedicat a la resolucié de problemes que, a
I’hora de resoldre’s, donen lloc a equacions de primer i segon grau, sempre concretes. Es
fa palesa en la seva obra una gran habilitat manipulant artificis aritmetics, sense que en
cap moment s’intenti abordar el problema de trobar totes les solucions en el cas general.
Les solucions negatives sén considerades com absurdes; les irracionals o complexes, com
a impossibles.

Cal destacar el paper fonamental que els arabs han jugat en el desenvolupament de
les equacions algebraiques. Mohamed Ben-Musa al-Khwarizmi (850 dC), matematic,
astronom i membre de la Casa de Saviesa de Bagdad és considerat com el creador de
les regles de l'algebra. Va escriure Hisab al-jabar wal-mugqabala (813-830), traduida al
llati per Roberto de Chester amb el titol Liber algebrae et almucabala (Segovia, 1145),
d’on prové el nom actual d’algebra. L’obra d’Al-Khwarizmi classificava les equacions fins
a segon grau en sis tipus diferents, i explicava les regles a seguir per a resoldre-les.* Totes
les algebres arabs, basades en l'obra d’Al-Khwarizmi, constaven d’una part teorica on
apareix, per exemple, la multiplicacié de polinomis, i d’una part practica on es resolien
problemes relacionats amb el comerg i altres aspectes de la vida quotidiana, utilitzant la
classificacié anterior de resolucié de les equacions. Qui va difondre en el mén occidental
tots aquests coneixements va ser Leonardo da Pisa, fill de Bonacci (1180-1250), que s’ha
conegut amb el nom de Fibonacci. A la seva obra Liber abaci (1202) s’hi troben molts dels
problemes considerats en els textos de les algebres arabs aixi com els metodes de calcul
de la numeracié hindi.®

L’epoca menys coneguda del desenvolupament de les equacions algebraiques correspon als
segles XIIT i XIV, on floriren les matematiques comercials amb les Aritmetiques mercan-
tils, obres que encara s’estan descobrint i analitzant.® En aquests llibres les regles arabs
de resolucié algebraica apareixen moltes vegades com un apendix. El saber d’aquestes
aritmetiques mercantils i de les algebres arabs es recull en una obra de Luca Pacioli (1447-
1517) titulada Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni & Proportionalita (1494)
que va tenir gran difusié a la seva época.

Més tard, Girolamo Cardano (1501-1576) i Rafael Bombelli (1526-1573), entre d’altres al-
gebristes del Cinquecento, van contribuir amb les seves obres: Ars Magna (1545) 1 Algebra
(1572), respectivament, a la resoluci6 de les equacions de tercer grau i biquadrades, jus-
tificant de manera geometrica els resultats obtinguts per via purament abac-algebraica.”
Cardano resol 20 tipus d’equacions de quart grau, pero els atribueix a Ludovico Ferrari
(1522-1565). Es interessant subratllar que Cardano en la seva obra estudia les equacions
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algebraiques de manera sistematica i com una branca diferenciada dins les matematiques.®

Aquests matematics, en resoldre equacions, es troben amb 'aparicié d’arrels quadrades
de nombres negatius, ja que aquestes apareixen en la formula de la solucié general de les
equacions de tercer grau. Potser aqui és on sorgeix la necessitat d’operar amb els que avui
anomenem nombres complexos.? Fins aquest moment, fins i tot les solucions negatives de
les equacions només eren acceptades quan se’ls podia donar una interpretacié. En canvi,
Cardano accepta sempre solucions negatives per a les equacions, tot i que les qualifica
com a falses (o ficticies). D’altra banda, Bombelli a 1’Algebra introdueix els nombres
complexos, amb una terminologia especifica: anomena pdm (“pitt di meno”) a /—1 i
mdm (“meno di meno”) a —y/—1, i déna les regles fonamentals per operar amb ells.

En aquest recorregut historic I'obra In artem analyticem isagoge (1591), de Frangois Viete
(1540-1603), és un text clau per la utilitzacié de simbols, no només per representar les
incognites, sind també per representar les quantitats conegudes.!' També es va distingir
per treballar amb equacions en forma general tot creant un enllag amb la geometria a
través de la teoria de proporcions d’Euclides. Viete igualava les equacions algebraiques
amb les proporcions mitjangant el producte de mitjos i extrems d’una proporcié, introduint
aixi una nova manera de treballar amb les equacions. Va donar un nou metode per resoldre
I’equacié de tercer grau i per algun tipus d’equacions de quart grau. El treball de Viete va
fer palesa la utilitat dels procediments algebraics per a resoldre equacions a l'aritmetica,
la geometria i la trigonometria.

Entre els seguidors de Viete podem citar Pierre de Fermat (1601-1665) considerat el
creador de la geometria analitica juntament amb René Descartes (1596-1650). Aquest
darrer, amb la seva obra La Géométrie (1637), va contribuir a la resolucié d’equacions de
tercer i quart grau, i d’algunes concretes de cinque i sise grau, en estudiar la naturalesa
de les corbes. Cal remarcar que en 'obra de Descartes s’introdueix la notacié actual,
llevat de dues variants menors: el signe d’igualtat i el quadrat. La introducci6 del llen-
guatge algebraic en la geometria va permetre la resolucié de nous problemes geometrics
i/o d’altres encara no resolts.

A partir del segle XVII, es va produir el que actualment s’anomena “algebritzacié de
les matematiques”, que va donar origen a dues noves branques de la matematica que
avui coneixem amb els noms de calcul infinitesimal i geometria analitica. Aquest procés
d’algebritzacio va ser lent i desigual, i va comportar un canvi de pensament en el camp de
les matematiques: d’una manera de pensar quasi exclusivament geometrica es va passar
a una més algebraica.!? Després de les aportacions de Descartes, amb la introduccié de
procediments algebraics dins la geometria, la resolucié de les equacions s’abordava amb
argumentacions geometriques pero també i, sobretot, amb demostracions algebraiques.

Al llarg del segle XVIII, els esfor¢os varen anar dirigits a resoldre I’'equacié de cinque grau
(recordeu que les equacions de tercer i quart grau ja havien estat resoltes i publicades per
Cardano).'® Un dels grans estudiosos d’aquest tema va ser Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813) el qual va publicar una llarga memoria, Réflexions sur la résolution algébrique des
équations (1771), on explica un metode per a resoldre equacions de tercer i quart grau
i mostra que, amb aquest metode, en les equacions de grau més gran que quatre no és
possible expressar les solucions en termes dels seus coeficients mitjancant radicals.'4

La idea de Lagrange és que per resoldre les equacions d’'un determinat grau s’han de
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construir noves equacions que tinguin arrels expressables en funcié de les solucions que
busquem. Aixi va demostrar que les equacions cibiques es resolen amb una equacio de
grau 3!, o sigui de grau 6, i les equacions quartiques es resolen amb una equacié de grau 4!,
o sigui de grau 24. També va demostrar que aquestes noves equacions de grau 6 i grau 24
poden ser reduides a equacions de grau més petit que 3 i més petit que 4, respectivament.
Lagrange fa aquestes demostracions en les dues primeres seccions. FEn la seccid tercera
és on intenta aplicar aquest metode en les equacions de grau 5. Primer troba 1’equacio
auxiliar que s’utilitza per resoldre la de grau 5 que és de grau 5!, o sigui 120 i només la
pot reduir a una de grau 6. En I'altima seccié que té per titol Conclusion des réflexions
précédentes, avec quelques remarques générales sur la transformation des équations et sur
leur réduction ou abaissement a un moindre degré explica:

Hom ha degut veure per I’analisi que acabem de donar els principals métodes coneguts
per a la resolucié d’equacions, que aquests métodes es redueixen tots a un mateix principi
general, saber trobar funcions de les arrels de I'equacio proposada, les quals siguin tals:
(1) que I'equacié o les equacions per a les quals elles seran donades, és a dir, on elles seran
les arrels (equacions que es coneixen amb el nom de reduides), siguin d’un grau més petit
que el de la proposada, o siguin almenys descomponibles en altres equacions d’un grau més
petit que el d’ella; (2) que se’n puguin deduir facilment el valor de les arrels buscades. 15

Lagrange després d’especificar quines condicions han de verificar les funcions de les arrels
buscades conclou que amb aquest metode no pot resoldre les equacions de grau més gran
que quatre.

En el segle segiient, Niels Henrick Abel (1802-1829) i Paolo Ruffini (1765-1822) van de-
mostrar la impossibiltat de resoldre per radicals una equacié general de grau n > 4.

Evariste Galois (1811-1832) va ser qui, en la memoria Sur les conditions de résolubilité des
équations par radicauz (1831), va resoldre completament el problema de quines equacions
son resolubles mitjancant operacions algebraiques, basant-se en els treballs anteriors de
Lagrange i d’Abel, entre d’altres. Era conegut en aquell moment que alguns tipus especials
d’equacions (binomials i abelianes, per exemple) si que eren resolubles per radicals. Galois
no només va demostrar quines equacions (de grau qualsevol) sén resolubles per radicals,
siné que en fer-ho va crear el que avui en dia anomenem “la teoria de Galois”.

El treball de Galois no va ser conegut fins 'any 1846, quan Joseph Liouville (1809-1882) en
va publicar una part. La teoria de Galois sobre les equacions es va reunir en el Traité des
substitutions et des équations algébriques (1870), llibre que va preparar Camille Jordan
(1838-1922).16

2. El Teorema fonamental de 1’algebra

El Teorema fonamental de ’algebra representa un altre dels fils conductors del desen-
volupament de la teoria de les equacions algebraiques.!” Un dels enunciats possibles per
a aquest teorema afirma que “tot polinomi, amb coeficients reals, de grau n descompon
en producte de factors irreductibles de grau 1 o 2 amb coeficients reals”. Un altre dels
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enunciats possibles és que “tot polinomi de grau n admet n arrels (simples i/o multiples,
reals i/o imaginaries)”.

En el procés historic de la seva aparicié es poden considerar tres fases: la primera, on es
formulen, sense demostracié, diverses versions de I’enunciat d’aquest teorema; la segona,
on s’'intenta demostrar el teorema tant de manera geometrica com analitica i la tercera, on
queda demostrat el teorema dins d’una nova part de la matematica: 1’algebra abstracta.

El primer intent de formulacié del Teorema fonamental, sembla ser que és degut a Peter
Roth (ca. 1580-1617) el qual el va enunciar a I'obra Arithmetica philosophica (1600).1%
Posteriorment, ’enunciat sense demostracid, el podem trobar a I’obra Invention nouvelle
en ’algébre (1629) d’Albert Girard (1593-1692):

Totes les equacions algebraiques tenen tantes solucions com mostra el terme de grau més

gran, exceptuant les incompletes.

Malauradament Girard hi afegeix “exceptuant de les incompletes” la qual cosa fa que no
es consideri 'enunciat complet del Teorema fonamental.?® Més tard, en el 1637, Descartes
en el llibre III de La Géométrie especifica que pot haver-hi el mateix nombre d’arrels que
el grau de 'equaci6 i explica que seran reals i/o imaginaries:

Sapigueu doncs que en cada equacio, tant quant la incognita té de dimensions, tant pot
haver-hi d’arrels, és a dir, tants valors d’aquesta incognita.?!

Per Ila resta com que ni les arrels vertaderes ni les falses sén sempre reals, a vegades son
imaginaries; és a dir, que sempre se’'n poden imaginar tantes com acabo de dir en cada

equacid, pero a vegades no hi ha cap quantitat que correspongui a les que hom imagina.*

En el segle XVIII, diversos matematics com Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), Jo-
hann Bernoulli (1667-1748) i d’altres s’adonen de la conveniencia de disposar d’una des-
composicié de les fraccions racionals en fraccions simples.

L’any 1702, Leibniz publica una memoria sobre la integracié de fraccions racionals en la
que el metode d’integracié que s’utilitza es basa en la descomposicié del denominador en
producte de factors lineals, suposant, a priori, que una tal descomposicié existeix (primer
en el cas d’arrels simples i, més tard, fent referéncia al cas d’arrels multiples).?3

Malgrat el fet que Leibniz considera que una tal descomposicié no sempre existeix, és
precisament aqui on apareix per primer cop, d'una forma general i precisa, ’enunciat del
Teorema fonamental de I'algebra: “Un polinomi a coeficients reals es pot descompondre
com a producte de factors lineals o de grau dos amb coeficients reals”.?* Apreciem aqui
un clar exemple de connexid, a comengaments del segle XVIII, entre el calcul infinitesimal
i 'algebra.

Les primeres temptatives de demostracié del Teorema fonamental de 1’algebra van tenir
lloc en el segle XVIII; la primera demostracié analitico-geometrica la va donar Jean
d’Alembert (1717-1783) l'any 1748 en la memoria titulada Recherches sur le calcul inte-
gral.?> El mateix any, Leonhard Euler (1707-1783) en I'obra Introductio in Analysin Infi-
nitorum, en el capitol II titulat De la transformacio de les funcions, va argumentar sobre
les relacions entre el nombre d’arrels i el tipus de factors:
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[...] Per altra banda, és clar que un factor doble comprén dos valors simples, un factor
triple, tres simples i aixi successivament. A més una funcié entera Z de z en la qual
I’'exponent de la poténcia més gran de z sigui n contindra n factors simples; per tot aixo,
al mateix temps, si alguns factors fossin o bé dobles o bé triples, & c., coneixeriem el

nombre de factors.?0

29. Trobarem els factors simples de qualsevol funcié entera de z si posem aquesta funcié Z
igual a zero i investiguem a partir d’aquesta equacio totes les arrels de z: en efecte, tantes
arrels com ofereixi z donaran tants factors simples de la funcié Z.%"

30. Els factors simples per tant seran reals o imaginaris; i si la funcié Z tingués factors
imaginaris, el seu nombre sempre seria parell.?®

Més endavant, després d’explicar que el producte de dos factors simples imaginaris con-
jugats sempre déna un factor real doble, enuncia explicitament el Teorema fonamental de
I’algebra:

Tota funcié entera de z es podra resoldre en factors reals, simples o dobles.?

L’any 1751, el mateix Euler va presentar-ne una demostracié a Recherches sur les racines
imaginaires des équations.®® Es va basar en tres lemes que va provar amb consideracions
geometriques: (1) una equaci6 de grau senar té com a minim una arrel, (2) una equacié
de grau parell o bé no té arrels reals o bé té un nombre parell d’arrels reals, i (3) una
equacié (monica) de grau parell, amb terme independent negatiu, té com a minim una
arrel positiva i una arrel negativa.?! Tot seguit, va demostrar que les equacions de quart
grau sempre poden ser descompostes en dos factors reals de segon grau. En aquesta
demostracié Euler utilitza les tecniques de Descartes (llibre III de la Géométrie) per
transformar 'equacié de quart grau en una de sise¢ grau facilment resoluble. També va
provar que les equacions de vuite grau sempre poden ser descompostes en dos factors
reals de quart grau. Finalment, va demostrar que les equacions de grau 2m (amb m > 1)
sempre poden ser descompostes en dos factors reals de grau 2m — 1 i conclou dient:

Heus aqui una demostracio completa de la proposicié que és usualment pressuposada en
analisi, especialment en el calcul integral, i que diu que cada funcié racional d’una variable
x com ™ + Ax™ 1 + Ba™ 24+ etc. sempre pot ser resolta en factors reals, o bé simples
de la forma x + p, o bé dobles de la forma xx + px + ¢.>>

Podem afirmar que fins aquest moment l'existencia de les arrels d’'un polinomi de grau
n se suposava certa i, a partir de diferents transformacions, s’intentava esbrinar la seva
naturalesa. 33

La primera demostracio rigorosa del Teorema fonamental de 1’algebra és la presentada pel
matematic Carl Friedrich Gauss (1777-1855), en la seva tesi doctoral (1799), on va de-
mostrar, amb consideracions geometriques, que tota equacié polinomica té com a minim
una arrel, ja siguin els seus coeficientes reals o complexos. Després, va fer encara tres
demostracions més, la segona de les quals (1816) és purament algebraica, a diferéncia de
la primera. Gauss prova que tot polinomi amb coeficients reals es pot descompondre en
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producte de factors lineals i quadratics. La segona demostracié de Gauss s’inicia provant
alguns resultats sobre funcions enteres simetriques, com ara que els coeficients d’un poli-
nomi que descompon completament son funcions simetriques de les seves arrels. La idea
de la demostracié és laboriosa, més que dificil, i es basa en la construccié d’equacions
auxiliars. 34

Posteriorment diferents matematics han ofert altres demostracions, algunes de les quals
son, a diferencia de les proposades per Gauss, de caire constructiu.

3. Consideracions finals

A partir de 'obra de Descartes, tal com hem dit, i durant un segle aproximadament, es
va dur a terme el que podriem anomenar procés d’algebritzacié de les matematiques.

Aquest procés d’introduccié de 'algebra com a part de les matematiques no va ser uni-
forme: mentre que uns pocs (els menys) I'acceptaven completament, d’altres la utilitzaven
com una eina i d’altres la rebutjaven.

Segons Lagrange (1795):

Tant en quant ’algebra i la geometria han estat separades, el seu progrés ha estat lent i
els seus usos limitats, pero des de que aquestes ciéncies s’han reunit, s’han prestat forces
mutues i han marxat juntes amb pas rapid cap a la perfeccio. Es a Descartes que hom
deu I'aplicacié de 'algebra a la geometria, aplicacié que ha esdevingut la clau dels més
grans descobriments en totes les branques de les matematiques. >

L’establiment del llenguatge algebraic com un llenguatge nou de simbols i tecniques per
a resoldre problemes nous mereix una consideracié apart. De fet, ja a I'obra de Viete
es va fer pales I'avantatge de la utilitzacié de simbols per a representar les quantitats
conegudes i les incognites. Tot i amb aixo, aquest nou llenguatge no va ser acceptat de
forma unitaria. Cal remarcar, doncs, la importancia de ’aparicié del llenguatge simbolic
i la rellevancia d’aquest fet en el progrés posterior de les matematiques.

La introduccié de I'algebra dins la geometria va obligar a un replantejament dels limits dis-
ciplinaris de les ciencies matematiques a nivell terminologic i, sobretot, a nivell metodologic,
que es va traduir en un establiment de noves linies divisories entre les diferents branques
de la matematica.

Francis Bacon (1561-1626) va presentar una classificacié de les ciencies diferent de la
divisié classica en set arts liberals agrupades en el trivium i el quadrivium. Dividia la
matematica en pura i mixta, i la pura en aritmetica i geometria®® (observeu que I’algebra
no apareix com una branca separada). Aquesta classificacié va ser recollida pels enci-
clopedistes francesos en el segle posterior. Aixi, en la classificacié de les matematiques
presentada per d’Alembert (1754) 1’ algebra apareixia com una part de l'aritmetica i
aquesta formava, junt amb la geometria, la matematica pura. A més, hi considerava les
matematiques mixtes (dividides en mecanica, astronomia geometrica, Optica, acustica,
pneumatica i art de conjecturar) i les fisicomatematiques.

L’any 1862, Marie-Nicolas Bouillet (1798-1864) autor d'un Diccionari universal de la
Ciéncia, les Lletres i les Arts, presenta una divisié de les cieéncies en que ja es considera
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I’algebra una de les tres branques dins de les matematiques pures, essent 'aritmetica i la
geometria les altres dues.

De fet, durant el segle XIX, I'algebra va sofrir una profunda transformacié arran del treball
de Galois, en el que és clau la teoria de grups, tot i que aquest és un concepte que ell no
defineix en cap moment. Lagrange ja fa pales que el problema de la resolucié d’equacions
per radicals requereix el coneixement dels subgrups del grup de permutacions de les seves
arrels.

Els conceptes de cos i d’extensié de cossos també es troben ja en el treball de Galois
i d’Abel, tot i que va ser Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) qui va intro-
duir aquesta terminologia. Els conceptes d’anell i d’ideal sén presents en els treballs
de Dedekind i Leopold Kronecker (1823-1891), tot i que el nom d’anell va ser introduit
posteriorment per David Hilbert (1862-1943).

La teoria d’anells i ideals va ser axiomatitzada i sistematitzada per Emmy Noether (1882-
1935) qui, a més de les seves contribucions a la fisica teorica, va establir les bases del que
avui coneixem com a “algebra moderna”. En particular, va introduir els conceptes d’anell,
ideal, modul, i va obtenir diversos resultats rellevants, basics en la disciplina de 1’algebra
commutativa. En la darrera etapa de la seva vida, es va endinsar també en 1’algebra no
commutativa. Malgrat la significacié dels seus resultats, la seva més gran aportacié és
potser 'enfocament axiomatic, on els conceptes es prioritzen sobre els calculs.

Aixi, el metode axiomatic en I’algebra, va ser establert aproximadament 2000 anys des-
prés que Euclides introduis aquest metode en la geometria (en els seus Elements). La
introduccié de nous elements i la ulterior abstraccié ha permes ’aplicacié de 'algebra
no només en altres arees de les matematiques sindé també en altres disciplines. La teoria
de grups és una de les branques més importants en la matematica moderna amb la qual
han estat vinculats els avencgos en analisi, geometria, fisica teorica, mecanica, etc. Per
exemple, la primera aplicacié en la fisica va ser la classificaci6 de cristalls (1890) i, avui
dia, juga un paper clau en la fisica quantica, de manera que Wolfgang Ernst Pauli (1900-
1958), un dels seus creadors, va afirmar que “la teoria de grups és una de les eines més
poderoses en la fisica moderna”.

Notes

! Per una visié de perspectiva podeu consultar Van der Waerden (1980) i Bashmakova-
Smirnova (2000).

2 Sobre la matematica babilonica vegeu Hoyrup (2002) i Caveing (1994).

3 Vegeu la Proposici6 6 del llibre II dels Elements. Euclides (1956), p. 385.

1 Vegeu la classificacié i les regles a Al-Khwarizmi (1986), pp. 8-9. Per una perspectiva
més general sobre 'algebra en la ciencia arab vegeu Catala (1981).

® Més informacié a Sigler (2002), pp. 554-615.

6 Al Centro Studi della Mathematica Medioevale de la Universitat de Siena s’esta portant
a terme l'edicié dels tractats algebraics d’aquest periode amb I’anim de fer possible una
historia més completa de I'algebra. Vegeu Franci, R.-Toti Rigatelli, L. (1985).
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" Sembla que va ser Niccolo Tartaglia (ca. 1500-1557) qui va resoldre per primer cop
I'equacié de tercer grau i li va comunicar a Cardano el qual la va publicar sense el seu
permis.

8 Cardano analitza tots els casos d’equacié ciibica completa, transformant cada equacié
en una de nova sense el terme quadrat, déna un exemple numeric per a cada cas i prova
geometricament la validesa de la solucid. Vegeu la resolucié de l'equacié de grau 3 a
Cardano (1968), pp. 96-101.

9 Els nombres complexos representen una eina basica i apareixen, no només en la propia
matematica, sind també en en la fisica. Més concretament, un moviment oscil-latori
sinusoidal (com és ara el de balanceig d’un péendol) s’analitza utilitzant els nombres com-
plexos; també en enginyeria electrica, en estudiar el corrent altern, per exemple, en I'estudi
de les funcions oscil -latories en la mecanica quantica. Aixi, els nombres complexos resul-
ten ser I'eina ideal per a estudiar fenomens reals.

10 Sobre Bombelli, podeu consultar Bombelli (1929). La representacié geomeétrica dels
nombres complexos, i la interpretaciéo geometrica de les operacions entre ells, va ser clau
per a la seva acceptacio. Entre els matematics que podem destacar en aquesta linia estan
John Wallis (1616-1703), Caspar Wessel (1795-1818) i Jean Robert Argand (1768-1822).
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) va observar que, en fer qualsevol operacié amb
nombres complexos, incloses potencies i arrels, el resultat és altre cop un nombre complex.
Leonhard Euler (1707-1783) va ser qui va introduir la notacié “i” per a designar v/—1,
i va establir una relacié entre els nombres complexos i les funcions transcendentals, a
partir de les férmules obtingudes per Roger Cotes (1682-1716). Paral-lelament, Abraham
de Moivre (1667-1754) va obtenir les arrels m-ésimes d’un nombre complex qualsevol i
la férmula que porta el seu nom. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) va sistematitzar el
seu us i va introduir la nomenclatura de “nombre complex”. El seu tractament els va fer
adquirir una autonomia propia.

1 Sobre aquesta obra de Viete, peca clau dins la historia de 1’algebra, vegeu la traduccié
anglesa de Witmer (1983).

12° Alguns autors van adoptar les tecniques algebraiques en la seva obra i, a la vegada,
varen intentar justificar-les i transformar-les d’acord amb la matematica classica. Altres,
malgrat coneixer 'existencia d’aquests procediments, els van considerar aliens al pensa-
ment matematic i fins i tot els refusaven i, per 1ltim, uns pocs, acceptaven aquesta nova
manera de pensar com un complement més pel desenvolupament de les seves tecniques
matematiques. Vegeu Massa (2001), p. 708 i Mahoney, M. S. (1980), pp. 141-155 .

13 Més informacié a Toti Rigatelli (1994).

14" Alexandre-Théofile Vandermonde (1736-1796) a Memoir on the solution of equations
va arribar a conclusions analogues, si bé el seu treball no va ser considerat fins el segle
XX. Vegeu Bashmakova-Smirnova (2000), pp. 103-106.

15 “86. On a di voir par I'analyse que nous venons de donner des principales méthodes connues
pour la résolution des équations, que ces méthodes se réduisent toutes & un méme principe
général, savoir a trouver des fonctions des racines de I’équation proposée, lesquelles soient telles:
1° que I’équation ou les équations par lesquelles elles seront données, c’est-a-dire dont elles seront
les racines (équations qu’on nomme communément les réduites), se trouvent d’un degré moindre
que celui de la proposée, ou soient au moins décomposables en d’autres équations d’un degré
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moindre que celui-la; 2° que I'on puisse en déduire aisément les valeurs des racines cherchées.”
Lagrange (1867-1892), p. 355.

16 Vegeu Van der Waerden (1980), pp. 112-117 i Bashmakova-Smirnova (2000), pp. 115-
127.

I7 Per explicar I'evoluci6 i les demostracions del Teorema Fonamental de 1'algebra em-
prarem l'article de Josep Pla i Carrera (1992) i de Christian Gilain (1991). Cal remarcar
que Gilain distingeix entre el teorema fonamental de I’algebra (TFA) i el teorema de
factoritzacié lineal (TFL). Segons Gilain, el TFL apareix com a lema dins de les de-
mostracions algebraiques del TFA, pero pot no tenir-se en compte en les demostracions
analitiques. Gilain (1991), p. 93.

18 Vegeu Pla (1992), p. 883.

19 “Toutes les équations d’algébre recoivent autant de solutions, que la dénomination de la plus

haute quantité le démontre, excepté les incompleétes.” Gilain (1991), p. 93.

20° A més, tampoc no apareix de forma explicita de quin tipus han de ser aquestes solucions:
no deixa clar si sén complexes, sin6 que, utilitzant el llenguatge algebraic actual, aquestes

podrien estar en una extensio algebraica del cos dels nombres complexos.

21 “Scachés donc qu’en chaque Equation, autant que la quantité inconnue a de dimensions,

autant peut il y avoir de diverses racines, c’est a dire de valeurs de cette quantité”. Descartes

(1637), p. 372.

22 “Au reste tant les vraies racines que les fausses ne sont pas toujours réelles, mais quelquefois
seulement imaginaires; c’est-a-dire, qu’on peut bien toujours en imaginer autant que j’ai dit en
chaque équation, mais qu’il n’y a quelquefois aucune quantité qui corresponde & celles qu’on
imagine”. Descartes (1637), p. 380.

23 També apareix publicada, 'any 1704, una memoria de Johann Bernoulli que tracta el
mateix problema de calcul integral, on el metode proposat és també la descomposicié de
les fraccions racionals en suma de fraccions simples. Trobareu més informacié a Gilain

(1991), pp. 97-101 i a Pla (2002), pp. 887-893.

24 De fet, atés que Leibniz considera que aquesta descomposicié no és certa per a tots els
polinomis, no es pot considerar estrictament com ’enunciat del Teorema fonamental de
I’algebra.
%5 Gilain en el seu article presenta en un annex una transcripcié del primer text de
d’Alembert del 1745 sobre el Teorema fonamental de I’algebra. Vegeu Gilain (1991), pp.
133-136.

26 «Perspicuum autem est Factorem duplicem duos complecti valores simplices, Factorem trip-
licem tres simplices, & ita porro. Hinc Functio ipsius z integra, in qua exponens summae
potestatis ipsius z est = n, continebit n Factores simplices; éx quo simul, si qui Factores fuerint

vel duplices vel triplices, & c. Numerus Factorum cognoscetur.” Euler (1748), ed. 2000, p.
17.

27T «99. Factores simplices Functionis cuiuscunque integra Z ipsius z reperiuntur, si Functio Z
nihilo aqualis ponatur, atque ex hac aequatione omnes ipsius z radices investigentur: singula
enim ipsius z radices dabunt totidem Factores simplices Functionis Z.” (Ibid, p. 17).

28 «30. Factores simplices ergo erunt vel reales, vel imaginarii; & , si Functio Z habeas Factores
imaginarios eorum numerus semper erit par.” (Ibid, p. 18).
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2 “Hinc omnis Functio integra ipsius z resolvi poterit in Factores reales vel simplices vel du-
plices.” (Ibid, p. 19).

30 Lagrange va completar la demostraciéé d’Euler.

31 Vegeu Struik (1969), pp. 99-102.

32° A Struik (1969), p. 102, llegim: “Scholium. We thus have here a complete demonstration
of the proposition, which is usually presupposed in analysis, especially in the integral calculus,
and which claims that every rational function of a variable x as ™ + Az™ ™! + Bx™ 2+ etc.
can always be resolved into real factors, either simple ones of the form x + p, or double ones of
the form xx + pxr + q.”

33 En aquest sentit es podria afirmar que les demostracions del Teorema Fonamental fins
aqui esmentades sén demostracions “parcials”.

3 Vegeu les demostracions donades per Gauss a Van der Waerden (1980), pp. 95-102.
35 “Tant que I’Algebre et la Géometrie on été séparées, leur progrés ont été lents et leurs usages
bornés mais lorsque ces deux sciences se sont réunies, elles se sont prété des forces mutuelles et
on marché ensemble d’un pas rapide vers la perfection. C’est a Descartes qu’on doit I’application
de I’Algeébre a la Géometrie, application qui est devenue la clef des plus grandes découvertes dans
toutes les branches des Mathématiques”. Oeuvres (1795), vol. VII, p. 271.

36 La matematica mixta la dividia en perspectiva, musica, astronomia, cosmografia, ar-
quitectura i diverses més. Vegeu C. Puig (2002), p. 152.
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Capitol 1

Estructures algebraiques

1.1 Introduccio

(Extret de Entorn del desenvolupament historic de les equacions algebraiques. Vegeu el
text complet en la introduccié historica ).

En els seus inicis, I'algebra es va ocupar de problemes d’indole practica i, especialment en
el Renaixement, de la resolucié i classificacié d’equacions, en que la utilitzacio de simbols
per a representar les quantitats conequdes i les incognites resultava molt aventatjos.

A partir de I'obra de Réné Descartes (1596-1650), i durant un segle aproximadament, es
va dur a terme el que podriem anomenar un procés d’algebritzacié de les matematiques.
La teoria dels cossos commutatius es deriva del que ha estat I'objecte fonamental de
I’algebra fins a mitjans del segle XIX: I'estudi de la resolucié de les equacions algebraiques.

Durant el segle XIX, I'algebra va sofrir una profunda transformacié arran del treball
d’Evariste Galois (1811-1832), en el que és clau la teoria de grups. També el concepte de
cos es troba en el seu treball, aixi com en els de Niels Henrick Abel (1802-1829).

Va ser Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) qui va introduir la terminologia de
“cos”. Els conceptes d’anell i ideal sén presents en els seus treballs i en els de Leopold
Kronecker (1823-1891), tot i que el nom d’anell va ser introduit posteriorment per David

Hilbert (1862-1943).

La teoria d’anell i ideals va ser axiomatitzada i sistematitzada per Emmy Noether (1882-
1935). L’enfocament axiomatic és, potser, la seva més gran aportacio.

El metode axiomatic en l'algebra, doncs, va ser introduit aproximadament 2000 anys
després que Euclides introduis aquest meétode en la geometria (en els seus Elements). La
introduccié de nous elements i la ulterior abstraccié ha permes 'aplicacié de 1’algebra
no només en altres arees de les matematiques siné també en altres disciplines. La teoria
de grups és una de les branques més importants en la matematica moderna amb la qual
han estat vinculats els avencos en analisi, geometria, fisica teorica, mecanica, etc. Per
exemple, la primera aplicacié en la fisica va ser en la classificacié de cristalls (1890) i,
avui dia, juga un paper clau en la fisica quantica, de manera que Wolfgang Ernst Pauli
(1900-1958), un dels seus creadors, va afirmar que “la teoria de grups és una de les eines
més poderoses en la fisica moderna”.

19
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1.2 Grups

Definicié. Diem que un conjunt G és un grup quan en G hi ha definida una operacio
interna (que podem denotar amb el simbol *) que compleix les propietats segiients:

1. Existeix e€ G tal que Ve € G és rxe=exz = x.
2. Vo € G existeix —x € G tal que z % (—x) = (—z) *xx = 0.
3. (zxy)xz=xx(yxz), Vr,y,z € G.
Si, a més, compleix la condicio:
4. rxy=yx*xx, Vr,y € K
es diu que el grup és commutatiu.

Exemples

L’exemple potser més senzill de grup commutatiu és el constituit pel conjunt dels nombres
enters amb la suma.

També el conjunt dels nombres racionals amb la suma és un grup (commutatiu). I el
conjunt dels nombres racionals diferents de zero amb el producte. Observeu que el conjunt
dels nombres enters diferents de zero amb el producte no és grup.

Hi ha molts altres exemples. Aixi podem considerar el conjunt de totes les permutacions
del conjunt C,, = {1,2,...,n} (recordeu que una permutacié de C, és una aplicacié
bijectiva

s:C, — C,

i — s(i) 1<i<n

Aquest conjunt I'indicarem per S,,. Amb la composicié habitual d’aplicacions entre con-
junts, S, és un grup, pero no és commutatiu, com és facil comprovar. Considerem, per
exemple, les permutacions

S1 - 03 — 03 So . Cg — 03

1 — 1 1 — 3

2 — 3 2 — 1

3 — 2 3 — 2

Llavors:

S$1 0 89 . 03 — 03 S92 0 851 . 03 — 03
1 — 2 1 — 3
2 — 1 2 — 2
3 — 3 3 — 1

i clarament sy 059 1 9 051 sén aplicacions diferents.
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1.3 Anells

Definicié. Diem que un conjunt A és un anell en A hi ha definides dues operacions
internes (que podem anomenar suma i producte) que compleixen les propietats segiients:

l.x+y=y+zx, Ve,yc A

2. Existeix 0 € Atalque Ve € Aés oz +0=0+z=1x.

3. Vx € A existeix —x € A tal que z + (—x) = (—x) + 2 =0.
4. (r4+y)+z=2+(y+2), Va,y,z € A.

5. (zy)z = z(yz), Vx,y,2z € A.

6. lx=x,VxeA.

7. (x4+yz=xz4+yzizlx+yz=z20+z2y, Vo,y,z € A.

Es a dir, que el conjunt A amb la suma és un grup commutatiu.

Quan, a més, es compleix la condicié:
8. xy=yx, Vr,ye K.
es diu que l'anell és commutatiu.

Exemples

Com a primer exemple d’anell podem considerar el del conjunt dels nombres enters amb la
suma i el producte. Un altre exemple d’anell commutatiu és el del conjunt dels polinomis
amb coeficients reals o racionals dels que es tracta en el capitol 2.

Anem a continuacid a veure’n un altre diferent.

Donat m € Z fix, i x,y € Z qualssevol, es diu que aquests dos nombres enters sén
congruents modul m, i ho indicarem per =y (mod. m), quan la diferéncia = — y sigui
un multiple de m. Aleshores, per a cada nombre enter x, posarem [z] al conjunt format
per tots els nombres enters que sén congruents amb ell. Anomenarem a aquest consunt
“classe de x”. I posarem Z/mZ al conjunt format per aquestes classes.

A Z/mZ definirem les operacions de suma i de producte de la manera segiient:
(a) [z]+ [yl =[r+yl, Va,y e Z.
(b) [2lly] = [zy], Y&,y € Z.

Es facil comprovar que aquestes operacions estan ben definides.
Per exemple, obtenim les taules segiients quan m =2, m =3, m =4, m =51 m = 6:

+ | 0] | [1] - (0] | [1]
m =2 [0] | [0] | [1] [0] | [0] | [0]
[1] | [1] | [0] [] | [o] | [1]
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[0] malgrat que [x] # [0] i [y] # [0]) i que els elements que no

Observeu que en el cas m = 4 i m = 6 hi ha el que s’anomenen divisors de zero (és a

dir, a vegades [z][y]
sén divisors de zero sén els elements [x] amb x un enter primer amb m. En canvi, en els

casos m =2, m =3 i m =5, no hi ha divisors de zero.

Per a tot m, Z/mZ és un anell commutatiu.

1.4 Cossos

Diem que un conjunt K és un cos commutatiu quan en K hi ha definides

Definicio.

dues operacions internes (suma i producte) que compleixen les propietats segiients:

1. z4+y=y+z, Va,yc K.

2. Existeix 0 € K talque Ve e K és x+0=0+2z = x.

(—x)+2=0.

3. Vz € K existeix —z € K tal que = + (—x)

(r+y)+z=a+(y+2), Vo,y,2€ K.

4.
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o

(zy)z = 2(yz), Va,y,2 € K.

le=x,VreK.

I

(r+y)z=xz+yz, Va,y,z € K.
8. xzy=yx, Vo,y € K.
9. Vr € K, 2 #0, existeix 27! € K tal que 2z ! =27 to = 1.

Es a dir, els cossos commutatius son anells commutatius on qualsevol element diferent de
zero té invers respecte del producte.

Exemples.

Sén exemples de cossos commutatius els conjunts dels nombres racionals i dels nombres
reals. També és un cos commutatiu el conjunt dels nombres complexos, dels que es tracta
en el capitol 1.

Tots aquests cossos tenen infinits elements, pero també hi ha cossos finits. En aquest cas
al nombre d’elements que tenen se li diu 1’ordre del cos.

Segons va demostrar el matematic del segle XIX Evariste Galois, una condici6 necessaria i
suficient per a que existeixi un cos finit de ¢ elements és que ¢ sigui potencia d’'un nombre
primer. En aquest cas, la notacié que habitualment s’utilitza per designar un cos de ¢
elements és F,.

Dels anells de la forma Z/mZ, dels qué hem parlat en la seccié anterior, alguns sén cossos.
En les taules exposades en la seccié anterior, per a diferents valors de m, s’aprecia que
el conjunt dels elements que no sén divisors de zero: els elements [z] tals que = i m
no sén primers entre si, coincideix amb el conjunt dels elements que sén invertibles a
Z/mZ. Es a dir, donada una classe [z] # [0], amb x i m primers entre si, existeix [y] tal
que [z][y] = [1]. En particular, quan m és un nombre primer (m = 2,3,5,...) tots els
elements [z] # [0] sén invertibles.

En resum, Z/mZ és un cos si, i només si, m = p és un nombre primer. En aquest cas, es
verifica que p[1] = [0] i llavors direm que p és la caracteristica del cos. Els cossos finits
d’aquesta forma s’anomenen cossos primers.

1.5 Espais vectorials

Diem que un conjunt E és un espai vectorial sobre un cos commutatiu K si tenim
definida una operacié interna (suma) en £ i una operacié externa (producte per escalars)
que compleixen:

1. (z4+y)+z=a+(y+2), Va,y,z € E.
2. Existeix 0 € F talque Ve e Eés 2 +0=0+2==z.

3. Vx € F existeix —z € E tal que z+ (—z) = (—z) + 2 =0.



24 FEines basiques d’algebra lineal

r+y=y+ax, Vo,ye k.

Mz +y)= X+ Iy, VAe K, Vz,yeE.
A+ pzr= r+px, VA pe K, Ve eE.
AMpzx) = M)z, VA, pe K, Ve € E.

o X S o s

lr=x,VrekE.

Els elements d’ E s’anomenen vectors.

Els espais vectorials es tracten en el primer capitol del llibre “Espais vectorials. Apli-
cacions lineals. Diagonalitzacié”. A continuacié s’adjunta un breu resum d’alguns dels
conceptes basics en la teoria d’espais vectorials.

Un subconjunt no buit F' de E es diu que és un subespai vectorial de E si
1. donats dos vectors x,y € F' qualssevol, aleshores z +y € K, i
2. donats un vector x € F' i un escalar A € K qualssevol, aleshores A\x € F'.

Observeu que en el cas en qué K és un cos infinit, tot subespai vectorial, o bé és {0}, o bé
té infinits vectors. En canvi, els subespais vectorials sobre cossos finits tenen un nombre
finit de vectors.

Una combinacié lineal dels vectors uq, ..., u,, de E és tot vector de la forma x = A\ju; +
coo - Ay, amb A, A, € K

Donats els vectors uy,...,u,, indicarem per [uj,...,u,| el conjunt format amb totes
les combinacions lineals d’aquests vectors. Aquest conjunt és un subespai vectorial i esta
contingut en tot subespai vectorial que contingui els vectors uy, ..., Up,.

Un conjunt de vectors {uy,...,u,} de E es diu que és linealment dependent si existeix
una combinacié lineal d’ells A\ju; + --- 4+ A\,u,,, amb no tots els escalars nuls, que és el
vector 0. En cas contrari, es diu que és linealment independent.

Diem que una familia de vectors u = (u1,...,u;) és una base d'un subespai vectorial
F' si és linealment independent i [ug,...,u,| = F. Llavors qualsevol altra base de F' té
també m vectors. Es diu que m és la dimensio de F'.

Si el cos K té ¢ elements, un subespai vectorial de dimensié m consta de ¢™ vectors.
Si u = (uq,...,u,) és una base de E, per a tot vector z de E existeixen n escalars
x1,...,T, unics tals que r = zju; + - - - + x,u, . Aquests escalars zq,...,x, s’anomenen
les components de z en la base u.

Exemples.
Sén exemples d’espais vectorials, entre d’altres, els segiients:

e El conjunt dels vectors del pla amb les operacions de suma i producte per escalars
habituals.

e El conjunt dels vectors de I’espai real amb les operacions de suma i producte per
escalars habituals.
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e FEl conjunt de les successions de nombres reals amb les operacions de suma i producte
per un escalar real habituals.

e RJt], el conjunt dels polinomis amb coeficients reals amb les operacions habituals
de suma de polinomis i producte per escalars de R, és un espai vectorial sobre
R (recordeu que el capitol 2 esta dedicat als polinomis amb coeficients en un cos
commutatiu).

o Mxn(K), el conjunt de les matrius de m files i n columnes amb coeficients en un
cos commutatiu K, amb la suma i el producte per escalars de K habituals, és un
espai vectorial sobre K (el primer apartat del capitol 3 esta dedicat a les matrius).
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Capitol 2

Nombres complexos

2.1 Introduccid

(Extret de Entorn del desenvolupament historic de les equacions algebraiques. Vegeu el
text complet en la introduccié historica).

Els nombres complexos representen una eina basica i apareixen, no només en la propia
matematica, sind també en en la fisica. Més concretament, un moviment oscil-latori
sinusoidal (com és ara el de balanceig d’un pendol) s’analitza utilitzant els nombres com-
plexos; també en enginyeria electrica, en estudiar el corrent altern, per exemple, on en
I’estudi de les funcions oscil -latories en la mecanica quantica. Aixi, els nombres complexos
resulten ser 'eina ideal per a estudiar fenomens reals.

Aquests matematics, en resoldre equacions, es troben amb 'aparicié d’arrels quadrades
de nombres negatius, ja que aquestes apareixen en la formula de la solucié general de les
equacions de tercer grau. Potser aqui és on sorgeix la necessitat d’operar amb els que
avui anomenem nombres complexos.

Bombelli a I’ Algebra introdueix els nombres complexos, amb una terminologia especifica:
anomena pdm (“pitt di meno”) a /=1 i mdm (“meno di meno”) a —y/—1, i déna les
regles fonamentals per operar amb ells.

La representacié geometrica dels nombres complexos, i la interpretacié geometrica de les
operacions entre ells, va ser clau per a la seva acceptacié. Entre els matematics que podem
destacar en aquesta linia estan John Wallis (1616-1703), Caspar Wessel (1795-1818) i Jean
Robert Argand (1768-1822).

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) va observar que, en fer qualsevol operacié amb
nombres complexos, incloses potencies i arrels, el resultat és altre cop un nombre complex.
Leonhard Euler (1707-1783) va ser qui va introduir la notacié “i” per a designar v/—1,
i va establir una relacié entre els nombres complexos i les funcions transcendentals, a
partir de les formules obtingudes per Roger Cotes (1682-1716). Paral-lelament, Abraham
de Moivre (1667-1754) va obtenir les arrels n-esimes d'un nombre complex qualsevol i la
formula que porta el seu nom.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) va sistematitzar el seu s i va introduir la nomenclatura
de “nombre complex”. El seu tractament els va fer adquirir una autonomia propia.

27
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2.2 Nombre complex. Formes exponencial i polar

Notem i a una solucié de 'equacié 22 +1 = 0, és a dir, i = v/—1. Considerem el conjunt
format pels nombres de la forma a + bi, amb a i b nombres reals. Definim en aquest
conjunt les operacions suma i producte de la manera segiient:

(a+bi)+ (c+di) = (a+b)+ (c+d)i
(a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

Amb aquestes operacions el conjunt
C={a+bi|la,beR}

és un cos. Un element d’aquest conjunt rep el nom de nombre complex.

A més, amb el producte:
Aa +bi) = (Aa) + (\b)i peratot AeR,

C és un R-espai vectorial de dimensi6 dos. (Per aprofundir en la nocié d’espai vectorial
sobre un cos commutatiu K es pot consultar qualsevol text d’algebra lineal, per exemple,
el dels mateixos autors titulat Espais vectorials. Aplicacions lineals. Diagonalitzacic.)
Donat un nombre complex z = a + bi, s’anomena conjugat de z al nombre a — bi i el
notem per z.

Es verifiquen les propietats segiients:

1. z-2/ =27, Vz, 2 eC.
2. 2+2=Z2+7, Vz,2eC
3. z4+z€R, VzeC

4. z =7z <+= z € R.

Donat un nombre complex z = a + bi s’anomena modul de z a va? + b? i el notem |z|.
El modul d’un nombre complex verifica les propietats segiients:

1. |z]eRiz| >0, VzeC.
2. |2|=0<=2=0

3. [z 42| < 2| + ||

4. |z- 2] =|z]- ]

L’invers d'un nombre complex z = a + bi és:

z z

22

1
z oz

|
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Tot nombre z = a + bi es pot representar geometricament com un vector (a,b) € R2.
Llavors |z| és la distancia de 'extrem d’aquest vector a l'origen de R?. Pensat aixi, é
és un vector de modul 1 amb la qual cosa tenim 'existéncia d’un angle 6 tal que

= = cosf +isinf
|2|

A aquest angle 6 se 'anomena argument de z, i notem arg (z) = 6. Es verifiquen les
propietats segiients:

1. arg (z-2') = arg (2) + arg (2/).
2. arg (1) = —arg (2).
El nombre z el podem escriure com
z = |z|(cosf +isinf) = |z|e” .

L’expressié |z| cosf +i|z|sinf per designar el nombre complex z s’anomena forma trigo-
nometrica de z, i |z|e?? s’anomena forma exponencial del nombre complex z. També és
freqiient la notacié |z|g que rep el nom de forma polar del nombre z. A la notacié habitual
a + bi se li diu expressio binomica de z. Diem part real de z a a i part imaginaria de z
a b. Ho notem Re (z) =a, Im (2) =b.

2.2.1 Problemes resolts

1. Donat z = a + bi, trobeu les parts reals i imaginaries dels nombres:

1 z—1

(b) .

(z+1)2’ z

Resolucio.

a) Com que z = a+bi, tenim (2+1)? = ((a+1)+bi)? = [(a+1)*—=b*]+2(a+1)bi.
El conjugat de (z + 1)? és doncs:

(z+1)2=[(a+1)*=b*] —2(a+ 1)bi
I el quadrat del modul de (z + 1)% és:

(z+ 12?7 = (z+1D%(z+1)2=[la+1)?* =0+ [2(a+ 1)b)* =
= (a+ D' +0" —2(a+ 1) + 4(a + 1)%* =
= (a+1)'+0" +2(a+ 1) =[(a+1)> + b

D’on finalment:

I (z4+1)2  (a+12-0 2(a+1)b

G+12 e+ [a+ 1240 [(a+1)?+022"
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Aixi obtenim:

. 1  (a+1)2 =0
R’(@+UJ‘W@+UM¢W

1  2(a+1)+0
““(u+n3‘ﬁm+nubw

b) Tenim z — 1= (a— 1)+ bi, Z=a — bi, don:
z—1 (z2=1)z (a—1la+b+ab—bla—1)i a*+b—a+b

z 2z a? + b2 a? + b2
Finalment:

Re z—1 _ a?+b—a
z a? + b?

| z—1 b

m =

z a? + b?

o [ ] o

2. Representeu geometricament i expresseu en forma exponencial els nombres com-

plexos segiients:
(a) 1. (b) 1—1. (c) 141.

Resolucid. Primer representem geometricament aquests nombres:

A

Per a trobar la forma exponencial d'un nombre complex z hem de calcular el modul
de z i el seu argument, és a dir, I'angle 6 tal que ﬁ = cosf +isinf.

a) Per a z =1 tenim |z| =1 i, donat que cosf =0 i sinf = 1, 'angle 6 buscat,
és a dir, 'argument de z, és 6 = 7/2. Aixi doncs, la forma exponencial de
2z =1 és e™/?,

b) Si z =1 —14, aleshores |z| = v/1 +1 = /2. Ara hem de buscar  tal que

111
2l V2 V2

1 =-cosf +isinf.
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Es a dir, cosf = \/Ai’ sinf = &_%, d'on § = ==,

Finalment, la forma exponencial de z =1 — i és /2e~""/4,

c¢) Per z =1+ i fem el mateix que abans i tenim |z| = /2, arg (2) = T, d’on la

im/4

I
forma exponencial de z =1+ és v/2e

3. Escriviu en forma binomica els nombres complexos segiients expressats en forma

exponencial ‘ ' ’
(a) 23, (b) e ™2, (c) 4de™.

Resolucio.

a) Ens demanen trobar a i b tals que z = a + bi, essent |z| =2 i arg (2) = 7/3.

O sigui:
z oz ™ .7 1 3
— = - =COS— +1Sln— = =+ —1
2]~ 2 3 32 2
D’on l'expressié binomica que busquem és z = 1 + v/3i.
b) En aquest cas, |z| =1 i arg (z) = —F. Tenim doncs:
z T\ 4isin (=7 )
— =z=cos | — isin | — | = —1.
K 2 2
O sigui, z = —1i és la forma binomica que buscavem.

c) En aquest ultim cas |z| =4 i arg (2) = 7. Tenim doncs:

H—Z—cosw—i-isinﬂ——l,
z

d’on z = —4.

2.2.2 Problemes proposats

1. Expresseu en forma binomica els nombres complexos segiients:

@ o m B0

Solucié. (a) i.  (b) &+ 8.
2. Demostreu les igualtats seglients per a z, z’ nombres complexos qualssevol:
arg (z2') = arg (2) + arg (2')

e (2) s

z+zZz=Z+ 7




32 FEines basiques d’algebra lineal

1 1

=412 — (Im z)2i‘

3. Trobeu els z € C tals que (

s -3 1. _ 11
Solucio. z = 5> — 5i; z=—5+51.

2.3 Potencies i arrels d’'un nombre complex

La formula de Moivre ens diu:
(cosf + isinf)" = cosnf + isinnf
d’on tenim que, donat un nombre complex z, la seva potencia n-esima és:
2" = (|z|(cos 0 + isinf))" = |z|"(cosnf + i sin nb)
o bé, expressat en forma exponencial:
2= z["e™ (si oz = |z|e).

D’altra banda, diem que u € C és una arrel n-esima de z € C si, i només si, u" = z.
Fent servir el raonament anterior tenim que si z = |z|e? € C, aleshores les seves arrels

n-esimes son:
0+ 2k 0 + 2k
Vari (cos (:> + 7 sin <u)>, 0<k<n-—1.
n n

En particular, les arrels n-esimes de la unitat (és a dir, les solucions de I'equaci6 2" —1 =
0) son ei¥, 0<k<n-1.

2.3.1 Problemes resolts

1. Calculeu

(a) (1+V3i)°. (b)) (1—14).
Resolucio.

a) Diem z = 1+ v/3i. Volem calcular una potencia de z. Per a fer aixo trobem
primer la forma exponencial de z. Calculem el seu modul i el seu argument:

2| =VI+3=2

1 3
é N §+ Ti =cosf +isind don 0=arg (z)=

ol 3

® només ens cal obtenir el seu modul i argument:

Ara per a donar z
12°] = |2|> = 2° = 32
arg (2°) = barg (2) = — = —

., . , 5 . LR . 7
D’on D'expressié exponencial de 2z° és 32¢7*5 i la forma binomica de 2° és

32 (cos (_T”) + 7sin (_T”)), és a dir, z = 16 — 16v/3i.
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b) En aquest cas z =1 —i. Trobem el modul i 'argument de z:

2| = V2

z_l—z' 1 1 . —T

m—ﬂzﬁ—ﬁzjarg(z):T
D’on el modul i 'argument de 2°® sén:
26 = [2° = (V2)° =8
arg (2°) = 6arg (z) = _T67T = _T?m - g

. 7 . 7 ;T . PN .
Aix{ doncs, la forma exponencial de 2z® és 8¢’z i, expressat en forma bindmica,
-~ N
z2=238 (Cos 5 T isin 2) = 8i.

[ [ J [
2. Trobeu els nombres complexos u € C tals que
a) ub=1-—1. b) ut =1i.
Resolucid.

a) Sidiem z =1—1, els nombres u € C que busquem sén les arrels ciibiques de
z.

Calculem modul i argument de z:

2 = V2

1 —T

! | — arg (2) 6
— = —= - —=1 arg (z) = — =46.
T V2 Ve YT
Els u que volem han de verificar:
[ -7
37 12
6
_ _ /9. _ 0+2r _ T=w
ul=YRI=¥3;  wg=q =i
6
Ot4r __ 157
3 12

Aixi doncs, les tres arrels ciibiques de z, expressades en forma exponencial son:

6 T
Ul — \/56127’
6 I,
Uy = 2e12"
6 157
us = V2e12"

b) En aquest cas, els nombres u € C que busquem sén les arrels quartes de z =i
(2] =1, arg (2) =5 =6).
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D’on:
( 0 _ =
47 8
0
0+27 __ 5w
, T T8
ul = V]2l =1;  arg (u)=1 ¢
0+4m __ 9m
T T8
0
0+67 _ 137
\ 4 8
Aixi doncs, les quatre arrels que buscavem, expressades en forma exponencial
son:
jus] o7,
Uy = €3 U3 =es

5w, 13w ;
Ug = €8 Uy = € 8

3. Calculeu 1+ 2¢ + 32+ - +ne" !, essent £ una arrel n-esima de la unitat.
Resolucié.

Si € = 1 el que ens demanen es redueix a calcular la suma de la serie aritmetica
142434+ +n="Hn

Si e # 1, podem multiplicar I'expressio que ens dona I'enunciat per 1 — e:
(1—e)(1+2e+3%+--+ne" ) =
=1+2+3*+- - +ne" ' —e—-27-3% .. —ne" =
=l+e+ed+-- -+ —ne"

Per ser € una arrel n-esima de la unitat, €” = 1. D’altra banda, calculem la suma
dels primers n termes de la serie geometrica de raé ¢:

1—¢gn
l4e+e?4- 4 t= c =0,
1—¢

amb la qual cosa, aillant de la igualtat anterior, obtenim

1+2+4 - +ne" ' =

2.3.2 Problemes proposats
1. Trobeu els nombres complexos tals que:
a) z=2z2. b) z = 23. c) z =25
Solucié:

a) 0, ¢ (=1), ¢ (: _71+‘/7§2'>, s <:



Nombres complexos 35

b) 0,1, —1, 4, —i.
c) 0,e0=1,¢'5 <:%+‘/7§i>, s <=_71+‘/7§i>, e (=-1),

s (z%—‘éi), s (:%—‘/732)
2. Trobeu un nombre complex z tal que el conjugat de 2° multiplicat per 1—\;; sigui
igual a 1%1..

Solucié: z = v/2¢10 .

3. Trobeu els exponents n € N de la potencia (1 — )™ per tal que la representaci6
geometrica del nombre que determina sigui:

a) punt interior a la circumferéncia de centre l'origen i radi 3.
b) punt exterior a la circumferencia de centre 1'origen i radi 9.

¢) punt interior a la corona circular de centre 1'origen i radis 31 9.
Solucié:
a) n < 3.

b) n>T7.
c) 4<n<6.

2.4 Problemes geometrics

En aquest apartat només volem fer notar certes propietats geometriques dels nombres
complexos.

Un primer fet que volem remarcar és el segiient. En multiplicar un nombre complex z pel
nombre z, = cosa + isina (amb |z,| = 1) el que fem, des del punt de vista geometric,
és un gir de centre 'origen i angle «, en sentit antihorari.

12

Aquest és un resultat que pot ésser util a I'hora de resoldre problemes.
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Un altre raonament a tenir en compte és el que fa referencia a les arrels d'un nombre
complex. Si z és un nombre complex i identifiquem les seves arrels n-esimes amb punts
p; € R? (i=1,...,n) aleshores tenim el resultat segiient.

Els punts p; (i =1,...,n) es troben tots sobre la circumferencia de radi W i equidisten
entre ells. O sigui, els punts p; sén els vertexs d’un poligon regular.

Aixi, per exemple, les arrels cinquenes d’'un nombre z es troben sobre la circumferencia
de radi §/]z]. A més, si z = |z| - (cos@ +isin@) llavors les arrels cinquenes de z sén:

P = \/ (COS— + 28in )
2 2
;= VT ( 0+ 7T+zsm9+5 7T)
0+4 0+4
ps = |z ( + T + 7 sin +5 W)
0 0
Ps = \/_ ( +67T + ¢ sin +567T)
. 9—1—87r .. O0+8m
pPs = \Z| coSs 5 + 781n 5

Veiem que els arguments de les diferents arrels difereixen, en aquest cas, en %’r radians.

En general, els arguments de les arrels n-esimes de z = |z| - (cosf + isin§) difereixen en

%’T radians.

D2

I=p

D4 D5

Arrels cinquenes de z = 1

2.4.1 Problemes resolts

1. Un quadrat amb centre l'origen té un vertex en el punt (3,2). Trobeu els altres
vertexs.

Resolucio. Sigui @) el quadrat que ens interessa i siguin p; = (3,2), p2 = (=2, 3),
ps = (—3,-2) i py = (2,—3) els seus vertexs.



Nombres complexos 37

= P4

Obtenim p, a partir de p; fent un gir de 90°. De forma analoga obtenim p3 i py.
Notem z; el nombre complex, la reresentacié geometrica del qual és p; (i = 1,...,4).
Per fer aixo considerem:

21 = 34+ 21
Zgge = ¢c0s90° +isin90° =1
Calculem, aleshores, zo = 21 - 2900 = —2 + 3i. I sabem que geometricament 1'inic

que hem fet és un gir de 90°.
Treballant de forma semblant

zZ3 = 2’1(290)2 = 21(—1) =—-3—22

24 = Zl<290)3 == Zl(—Z) =2-3

Tenim doncs: py = (—2,3), p3s = (—3,—-2) i ps = (2,-3).

2. Proveu que si tenim tres nombres complexos zy, 23, 23 tals que 23 + 20 + 23 = 0
i |z1| = |22 = |z3| = 1 aleshores la representacié geometrica de zy, 22, 23 sén els
vertexs d’un triangle equilater inscrit a la circumferencia de radi 1 i centre 1’origen.

Resolucié. Donat que |z1| = |z2| = |z3] = 1 és obvi que la representacié geometrica
dels nombres complexos z;, z9, 23 seran punts sobre la circumferéncia unitat. Ens
cal només veure que aquests punts equidisten.

Donat que z; + 2o + 23 = 0 tenim que z; + 2o = —23 i, per ser |z3| = 1 aleshores
també | — 23] = 1.

Aixi doncs, 21 1 zo han de ser tals que la seva suma estigui també sobre la circum-
ferencia unitat. D’aquesta forma hem obtingut la figura segiient:
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zZ1 + 29

z9 21

oy < '/Q > aq

0

Observeu que el paral-lelogram de vertexs z1, 2o, 21 + 22, 0 és un romb els costats
del qual sén tots de mida 1. A més, ates que la diagonal que uneix 0 amb z; + 2o
és també de mida 1, el sinus dels angles «; i ay del dibuix és 1/2. Per tant,
a1 = ap = 30°. D’aqui deduim que a = 120°.

Pel que fa a z3, recordem que z3 = — (21 + 22).
4
41+ 22
<1
o)
22 \
Z3

O sigui z3 és l'oposat de z; + 29 respecte a l'origen 0, esta sobre la recta r que
conté 01 z; + z5. Per ser les diagonals d'un romb perpendiculars i |z1| = |22| tenim
que 27 1 2o sén simetrics respecte de la recta r.

Aixi dones, d(z1, 23) = d(29, 23), d’on deduim que els angles 3; i [ del dibuix s6n
iguals. A més, (81 + P2 = 360° — a = 240°, d’on (B; = B, = 120° = «. Es demostra
amb aixo que el triangle de vertexs zy, 2o 1 23 és equilater.

. Sigui T; el triangle de vertexs (3,4), (1,0) i (0,1). Sigui 7% el triangle que s’obté
a partir de T} aplicant una homotecia (vectorial) de raé 2. (S’anomena homotecia
vectorial de C de raé A\ a una aplicacié definida per: z € C — \z.)

Sigui 73 el triangle que obtenim a partir de 75, fent un gir de 180° al voltant de
I'origen. Calculeu els vertexs de T5.

Resolucid. Facilment ens adonem que els vertexs de Ty sén (6,8), (2,0) i (0,2).

Sigui 2189 = cos 180° 4 ¢sin 180° = —1. Considerem:

21:6+8Z, 22:2, 23:2i.
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Operant: 218021 = —6 — 81, 2180+ 29 = —2, 23 = —21.

Finalment els vertexs de T3 sén els punts (=6, —8), (—2,0) i (0, —2).

2.4.2 Problemes proposats

1. Trobeu el lloc geometric dels punts que son representacié geometrica dels z € C que
satisfan les equacions:

a) Re z+Im z < 1. b) 0 < Re (iz) < 1. ¢) lz—z1| = |2—2|; 21,22 € C.

Solucié:

(a) S={z=a+bilb<1l—a} (b)y S={z=a+bi| —1<b<0}

(¢) S: recta perpendicular a la recta que passa per z; i z2 i que passa pel punt
mig de z; 1 25.
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. Diem ra6 simple de tres nombres complexos diferents z;, 2o, 23, i lanotem (21, 2, 23),

al quocient:
21 — %3

21, %9,23) = :
( 1, ~2, 3) 2o — 23
Sigui p; € R? la representacié geometrica de z; (i = 1,2,3). Demostreu que

p1,P2,p3  estan alineats <= (21, 22,23) € R.

Trobeu p3 el tercer vertex d'un triangle equilater que té dos vertexs en els punts
P1 = (0,0), P2 = (1,1)

Solucio:

N
N

Dy — (1—2 pEs ) o bé P, = <1+2\/§’ 1—2\/§>

Un punt p € R? es transforma en el punt p’ = (—2,4) després d’haver aplicat a p
un gir de centre l'origen i angle 135°. Quines sén les coordenades de p?

Solucié: p = (3v/2, —/2).

. Un triangle equilater ABC' té el vertex A coincidint amb l'origen de coordenades,

el vertex B és (\/3, —1) i el tercer vertex C' es troba situat en el primer quadrant.
Trobeu les coordenades de C'.

Solucié: C = (v/3,1).

Sigui 0ABC' un quadrat tal que dos dels seus vertexs séon 0 = (0,0), A= (3,0) i C
esta en el primer quadrant. Sigui 0A’B'C" el quadrat que s’obté a partir de 0ABC
aplicant una homotecia (vectorial) de raé 2 seguida d’un gir (en sentit antihorari)
de centre l'origen i angle 30°.

Solucié: A’ = (3v/3,3), B' = (-3,3V3), C' = (3v3 — 3,3V3 + 3).

2.5 Miscel-lania

2.5.1 Problemes resolts

1. La suma de dos nombres complexos és 4 + 2¢. La part real d’un d’ells és 3 i el

seu quocient és un nombre complex imaginari pur. Trobeu les parelles de nombres
complexos que verifiquen ’enunciat.

Resolucié. Sigui (z1, z2) una parella de nombres complexos que verifica
a) 21+ 20 =4+ 21.

b) Re (z;) =3 per a algun ¢ =1, 2.
c) &2 =ki, keR.

22
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Comencem observant que si @ € C és un nombre imaginari pur, és a dir, a = ki
amb k € R, aleshores a~! també ho és:

1 1
al=—i1t= —Ei ates que it = —i.

Aix{ doncs els paper que juguen z; i zo és simetric. Suposem que Re (z1) = 3 i
considerem:

Z9 = C+d@

Imposem que z;, 2y verifiquin (a) i tenim:
1) 3+c=4
don c=1.
(2) b+d=2

Estudiem ara el quocient j—;:

2 3+ bd+ (b— 3d)i

Z9 1+d2

Z1
Imposem que -

sigui imaginari pur; aleshores
(3) 3+0d=0.
De (2) tenim b = 2 — d. Substituim en (3),

3+d2—-d) = 0
342d—d*> = 0

Resolem aquesta equacio i obtenim d =3 o d = —1.
Si d = 3 aleshores b= —11isi d =—1 tenim b= 3.

Aixi doncs, les possibles parelles de punts que verifiquin ’enunciat, sén:

z21=3—1 z21=3+3

29 =1+ 31 ’ z9=1—1
i

2n=1+3 z1=1—1

29 =3—1 7 2o =34+ 3
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2. Dos vertexs consecutius d'un quadrat sén 'origen de coordenades i el punt (3, —1).
Trobeu les coordenades dels altres dos vertexs, dels quals sabem que tenen ordenada
positiva.

Resolucio. Fem un dibuix

Sigui ABCD el quadrat de ’enunciat. Ens adonem que podem obtenir D fent girar
B un angle de 90° amb centre 'origen.

Aix0 podem fer-ho operant:

z1 = 3 — 1 mnombre complex la representacié geometrica del qual és el punt B
Zgoe = 1
Z1 * Zg9pe  — (3—’&)2: 14 3¢
D’on D = (1,3).
Anem ara a calcular el vertex C'. Veiem que
a) |AC| = v2|AB| (aplicant el teorema de Pitagores).
b) L’angle entre AB i AC' és de 45°.

1 1
Aixi doncs, C' = /22450 = /2 (— + —i) 3—i) = 442i. Finalment, C' = (4,2).
45 \/5 \/5 ( ) ( )

2.5.2 Problemes proposats
1. Trobeu els nombres complexos tals que z, 22 i 1 — 2z tenen el mateix modul.

Solucio: Hi ha dos nombres complexos que verifiquen ’enunciat, i sén

IRV 1 V3.

asgtot b m=g st

2. Calculeu

a) (a+b)(a+bw)(a+ bw?)
b) (aw? + bw)(bw? + aw)
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per a a,b € C qualssevol i w = —3
Solucio:

a) a®+0b3.

b) a*— ab+ b*.

3. Siguin zi,..., zg les arrels sisenes de z € C.

. . . .arg(z)
a) Existeixen nombres complexos as, ..., ag tals que, si a; = /|z| - €'~ ¢ , amb

el producte a; - a; obtenim z;, + = 2,...,67 En cas afirmatiu, calculeu a;,
1=2,...,6.

b) Doneu una interpretacié geometrica de I'apartat (a).

c¢) Feu la representacié geometrica dels nombres zy,. .., 2. Quina figura formen?

Solucié:

) Eud)

jus] 2m, s,
a) ag =e3', a3 =e€3", ay=¢€", a5 =e€3", ag=e€3".
b) Podem obtenir z; d’aplicar un gir d’angle 7/3 a z;_;.
c) z1,...,2 son el vertexs d'un exagon regular inscrit en la circumferencia de
radi |z1] (= /|z|) 1 centre l'origen.

3—2a1
4-31

4. Donat el quocient determineu a € R per tal que

a) sigui un nombre real.
b) sigui un nombre imaginari pur.

c) la seva representacié grafica estigui sobre la bisectriu del ler i 3er quadrant.

Solucié:
a) a=9/8.
b) a=-2.

c) a=—3/14.



44

FEines basiques d’algebra lineal




Capitol 3

Polinomis

3.1 Introduccid

(Extret de Entorn del desenvolupament historic de les equacions algebraiques. Vegeu el
text complet en la introduccié historica).

L’estudi dels polinomis, i de les equacions associades a ells, ha evolucionat molt al llarg
del temps, i el seu recorregut historic és molt suggerent i instructiu. Es a finals del segle
XIX que els anells de polinomis es van comencar a estudiar des d'un nou enfocament,
amb el desenvolupament de I’algebra abstracta.

L’algorisme de resolucié d’equacions algebraiques de segon grau podem deduir-lo ja a les
tauletes babiloniques. La matematica grega, basada en la geometria, va fer també la seva
aportacié a la resolucié d’equacions algebraiques. Cal destacar també el paper fonamental
que els arabs han jugat en el desenvolupament de les equacions algebraiques. A 1’obra
de Mohamed Ben-Musa al-Khwarizmi (850 dC) es classificava les equacions fins a segon
grau en sis tipus diferents, i explicava les regles a seguir per a resoldre-les.

Girolamo Cardano (1501-1576) i Rafaello Bombelli (1526-1573), entre d’altres algebristes
del Cinquecento, van contribuir amb les seves obres a la resolucié de les equacions de tercer
grau i biquadrades. Francois Viete (1540-1603) va donar un nou metode per resoldre
I’'equacié polinomica de tercer grau i també per algun tipus de quart grau.

René Descartes (1596-1650) va contribuir a la resolucié d’equacions de tercer i quart
grau, i algunes concretes de cinque i sise grau. Cal remarcar que en 'obra de Descartes
s'introdueix la notacié actual, llevat de dues variants menors. Després de les aportacions
de Descartes, la resolucio de les equacions s’abordava amb argumentacions geometriques
pero també i, sobretot, amb demostracions algebraiques.

Al llarg del segle XVIII, els esforcos varen anar dirigits a resoldre la quintica. Evariste
Galois (1811-1832) va ser qui va resoldre completament el problema de quines equacions
son resolubles mitjancant operacions algebraiques, basant-se en els treballs anteriors de
Lagrange i d’Abel.

El Teorema fonamental de ’algebra representa un altre dels fils conductors del desenvolu-
pament de la teoria de les equacions algebraiques, la primera demostracié rigorosa del
qual és la presentada pel matematic Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

45
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3.2 Arrel d’un polinomi. Multiplicitat

Sigui p(z) € Klz], és a dir, p(x) = ap + a1 + asx® + - - + a,z" un polinomi de grau
n amb coeficients ag,aq,...,a, pertanyents a un cos commutatiu K, on K = Q, R o
C. Anomenem coeficient principal de p(z) al coeficient a,, i diem que p(z) és monic si
a,=1. S a € K, p(a) = ap+ a1 + aza® + - - - + a,a™ direm que és el valor de p(z) en
«. Posarem gr (p(z)) = n.

Direm que « és una arrel de p(x) de multiplicitat m € N, m > 1, si p(a) = p'(a) =
p'(a) = =p™V(a)=01ip™(a) # 0 la qual cosa equival a dir que (z—a)™ divideix
p(x) i (x — )™ ja no divideix p(z); és a dir: p(z) = (x — a)™q(z) amb ¢(z) € K[z],
q(or) # 0.

Si m = 1 direm que « és una arrel simple; si m = 2, doble, etc. En general, per a m > 2,
direm que « és arrel miltiple de p(x).

Cas 1. Si p(x) = ap+ a1z + - - - + a,a" és tal que ag,ay,...,a, € Z, aleshores, la fraccié
irreductible a/b és arrel de p(x) si i només si a és divisor de ag i b ho és de a,. En
particular, o € Z és arrel de p(x) si i només si « és divisor de ag.

Cas 2. Sigui p(z) = ap+ a1z +---+a,z" € Rlz] i a« € C. Si « és arrel de p(z) aleshores
el conjugat de «, @, també és arrel de p(z), amb la mateixa multiplicitat.

3.2.1 Problemes resolts

1. Determineu el polinomi monic p(z) € R[z] de grau 5 que verifica que 1 és arrel
triple de p(x), p(0) val 51 2 és arrel de p(x) — 1.

Resolucid.

Es equivalent dir que 1 és arrel triple de p(z) a dir que existeix un cert ¢(z) € R[z]
tal que

p(x) = (z = 1)*q(x) (3.1)
amb ¢(1) # 0.

Ates que gr(p(z)) = 5, tenim que gr(g(x)) = 2. Al ser p(x) monic, g(x) també ha
de ser-ho; per tant, ¢(z) és de la forma

q(z) = 2* + br +c.

Substituim x per 0 en (3.1) i fent servir que p(0) =5 obtenim

d’on ¢ = —5.

Finalment, imposem que 2 és arrel de p(x) — 1, la qual cosa és equivalent a dir
plz) —1=(z—2)-r(z)
per a un cert r(z) € Rlz]. D’aqui deduim

p(z) = (z = 2)r(x) +1
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Substituim x per 2 i tenim p(2) = 1. Utilitzem ara que p(2) =1 en (3.1),

1 = p2)=(12-11%¢(2)=q(2) =4+2b+c=4+2b—5=—-1+2b
1 = -14+420=2b=2=b=1

Finalment,

p()=(x =13 +2—5)=2% — 22" —52% + 172® — 162 + 5.

2. Sigui p(x) € R[x] un polinomi, una arrel del qual és 1 + i, la resta de dividir p(x)
per x és 5,1, a més, es verifica que p(0) = 6. Quina és la resta de dividir p(z) per
x3 — 227 + 227

Resolucio.

Ates que p(z) € R[z] i 1 4+¢ ¢ R, fem servir que un nombre complex és arrel d'un
polinomi amb coeficient reals si i només si el seu conjugat també ho és. Aixi doncs,

tenim:
(3.2) p(14+i) = 0
(3.3) p(l—i) = 0
(3.4) p(0) = 6
D’altra banda:
p(r) = (2% — 22° + 22)q(x) + r(z) (3.5)

amb gr (r(z)) < gr(z® 4+ 22? + 2z) = 3 i, per tant, 7(x) = az® + bx + ¢ per a uns
certs a,b,c € R.

Ens adonem que 2® — 222+ 22 = x(x — (1+14))(x — (1 —¢)) i utilitzant la informacié
que ens déna (4.2), (4.3) 1 (3.4) en (3.5) obtenim les equacions seglients:

. p(1+14) = 0=a(l+i)>+b(1+i)+c (=r(l+1))
(3.7) p(1—i) = 0=a(l—i)?+b(1—i)+c(=r(1—i
(3.8) p(0) = 6=c(=7(0)

Restant (3.6)-(3.7),
al(T+d)* — (1 =4 +b[(1+4)— (1 —14)] =0 (3.9)
Calculem
1+ -1 =i =[1+)+Q=)][(1+i)—(1—14)]=2-2i =4i.

Aixi doncs,
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4i-a+21-b=0=2a+b=0=b=—2a

Substituim 0~ 2 } en l'equaci6 (3.6):

c=6
a(l+i)2—2a(1+i)+6 = 0
a(l+49)(1+:—2)+6 = 0
—a(l+i)(1-i)+6 = 0
—a(l—(-1))+6 = 0= —a-24+6=0=a=3.

Hem obtingut

b = —2a=-6

Amb la qual cosa concloem
r(z) =32° — 62 +6.

Noteu que amb les dades donades no podem determinar el polinomi p(x).

. Sigui p(x) un polinomi monic de grau 6, les arrels del qual sén també arrels de p/(x).

A més, tres d’aquestes arrels sén nombres enters que estan en progressié aritmetica
de ra6 1. Trobeu tots els polinomis p(x) € R[z] com abans que verifiquen que

p(2) = 36.

Resolucid.

Ates que totes les arrels de p(z) sén arrels de p/(z), concloem que totes les arrels
de p(x) sén multiples.

A més, hi ha tres arrels de p(z) que estan en progressio aritmetica de rad 1. Siguin
a, a+ 1, a+ 2 aquestes arrels. Com que sén arrels multiples de p(z), deduim que

(z —a)(z — (a+1)*(z — (a+2))?
divideix p(z) i per ser gr(p(z)) = 6 i monic:
p(a) = (z —a)’(z — (a+1))*(z — (a+2))*.
Imposem que p(2) = 36:

36 =p(2) = (2 - a)*(1 — a)?*(—a)?.
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Ens interessa trobar els nombres a € Z tals que
a*(a —1)*(a —2)* = 36. (3.10)

Ens adonem que a ha de ser diferent de 0, 1 i 2. Notem s, = (a — 1)*(a — 2)2.

Si a = 3, aleshores s, =9-4-1 = 36; aixi doncs, a = 3 és una soluci6 de (3.10). Si
a > 4, aleshores s, > 36. D’altra banda, si a = —1, s, =9-4-1=361isi a < -2,
Sq > 36. Per tant, els tnics valors de a € Z per als quals s, = 36 so6n a = 3 i
a=—1.

Concloem que hi ha dos polinomis que verifiquen I’enunciat. Aquests son

pi(x)=(z—3)*(z—4)*(x—5)* =2°—242° +238x" — 12482° + 36492* — 5640z +3600
po(r) = (z+1)% 2% (x—1)*=2° 22" +2°

3.2.2 Problemes proposats
1. Calculeu m i n per a que els polinomis de R[x]

p(z) = 2°+ma+n
qiz) = 2> —nx+9

verifiquin les condicions segiients:

a) p(z) i ¢(x) tenen una arrel comuna,
b) 2 és arrel de p(x),

c) les arrels de p(z) sén totes positives.

Solucid.

Hi ha dues possibilitats: m = —51in =6 o bé m = —21/4 i n =13/2.

2. Calculeu el polinomi monic p(z) € R[x] de grau 5 tal que p(142i) =0, p(2—i) =0
i p(0) = —25.

Solucid.

p(z) =2° — ?m‘l +192% — 332% + 30z — 25.
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3.3 Descomposicio en factors primers d’un polinomi

Un polinomi p(z) € K|x| de grau més gran o igual que 1, diem que és primer (o irre-
ductible) a K[x] (per a nosaltres K sera, a la practica, Q, R o C) si no es pot escriure
com a producte de dos polinomis de K[z] de graus més petits que el de p(z). Es a dir,
si grau p(z) > 1 i els seus unics divisors sén del tipus a o ap(x) essent a € K, a # 0.
La irreductibilitat d’un polinomi depen del cos K considerat; aixi, per exemple, 22 + 1
és primer a R[z] pero no ho és a C[z] (ja que 22 +1 = (z +4)(z — i) a C[x]). Observeu
que qualsevol que sigui K, els polinomis de grau 1 sén primers.

El Teorema fonamental de 'algebra (vegeu Annex 2, apartat 2) admet diferents formula-
cions equivalents entre les quals podem enunciar:

“Tot polinomi p(x) € C[z]| té n arrels a C”.

“Tot polinomi p(x) € R[z] descompon en producte de polinomis de grau 1 i polinomis
de grau 2 amb arrels complexes no reals (i conjugades)”.

Per tant, a C[z] els tnics polinomis primers son els de grau 1 mentre que a R[z] també
ho sén els de segon grau a(z? + bz + ¢) amb discriminant negatiu (* — 4c < 0).

Tot polinomi p(z) € K|x] amb grau p(z) > 1 es pot escriure com a producte de polinomis
irreductibles de K|[x]. Es a dir, que sempre podrem escriure p(z) de forma tnica (llevat
I'ordre dels factors) com a:

p(x) = Alpr(2))™ ... (pr(2))"™
amb A € K; p;(x) € K[x] primer ¢ monic Vi, 1 <i <r; p;(z) # p;(x) si i # j. Aquesta
és 'anomenada descomposicié de p(z) en factors primers a K|[z].
3.3.1 Problemes resolts
1. Doneu, a R[z]| i a C[z], la descomposicié en factors primers del polinomi

p(z) = 2% — 62° + 142" — 302° + 492% — 242 + 36 .
Resolucié. Les uniques arrels enteres que pot tenir p(z) sén: 1, —1, 2, —2,
3, =3,4, —, 6, =6, 9, —9, 36, —36. D’entre elles, observem per comprovacio

directa que només 3 n’és arrel i, a més, és una arrel doble, ja que p(3) = p/'(3) =0,
p"(3) # 0. Aixi doncs, (z — 3)3 divideix p(z), que és:

p(z) = (v — 3)*(a* + 527 +4).
Observem que el segon factor es pot descompondre de la forma segiient:
gt + 527 + 4 = (2 + 1) (2 + 4)

i que aquests dos darrers factors sén polinomis de grau dos, ambdds amb discrimi-
nant negatiu, la qual cosa significa que cap d’ells no té cap arrel en R. La descom-
posicié de p(z) en factors primers a R[z] és:

p(z) = (z — 3)*(2® + 1)(2* + 4).
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En canvi, a Clz] tenim:

2+1 = (z+1)
4 = (x+2

(z — i)
)z — 2i)
la qual cosa ens diu que la descomposicié de p(z) en factors primers a Clz] és:
p(z) = (v —3)*(x + i) (z — i) (z + 20)(z — 27).
Observeu que la descomposici6 de p(z) en factors primers a Q[z] és la mateixa que
a Rz]:
p(r) = (z = 3)*(@* + 1)(2” +4).

2. Trobeu quines condicions han de verificar a,b € R per tal que p(r) = 2% +a i
q(x) = 23 + b siguin primers entre si.

Resolucio. La descomposicié de p(z) i g(x) a Clz| és de la forma:

p(x) = (z—A)(z— X)) on A =+/—a, g =—v/—a
q(x) = (x — p1)(x — po)(x — pu3) amb uy, po, u3 les 3 arrels cibiques de —b
Els dos polinomis donats seran primers entre si sempre que A; # u; per a ¢ = 1,2;
j=1,2,3. Com que \} = —a i p} = —b, aix0 és equivalent a dir que
(—a)® # (=b)? <= —a® £ .

Aixi doncs, els dos polinomis donats sén primers si, i només si, —a3 # b?.

3. Determineu tots els polinomis primers de R[x] que divideixen p(z) = z® — 27 i sén
monics.

Resolucié. En primer lloc, fem la descomposicié en factors primers de p(x) a Clz]:
p(x) = (z = A)(z = A)(x = As)

amb Aj, Ay, Az les tres arrels cubiques de 27, és a dir, \y = 3, Ay = 3 - F =

3(-1+%i) ix=3 ¥ =3(-1-%i) =%,

L inic divisor de p(x) monic amb coeficients reals de grau 1 és: ¢;(x) = x — 3, que
és primer.

Els divisors de p(z) monics de grau 2 sén: (x — A)(x — A2), (z — Ap)(z — A3), i
(x — A2)(x — A3). D’entre aquests només el darrer és un polinomi amb coeficients
reals:

q(z) = (x — ) (w — A3) =2® =3z +1
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que és primer a R[z] (perd no a C[z]) atés que no té cap arrel real. Obviament,
p(z) és divisor d’ell mateix, i també ho és el polinomi constant 1, pero cap dels dos
no és primer: p(x) és divisible per & — 3 i el polinomi constant 1 té grau 0.

3.3.2 Problemes proposats

1. Factoritzeu com a producte de polinomis primers a Q[z], R[z] i C[z], respectiva-
ment, els polinomis segiients:

a) 2t —2. (b) x% —81. (c) 23 —1
Solucid.
a) x'— 2 és primer a Q[z]
' = 2= (2 +V2)(z = V2)(z + V2) a Rlz]
vt — 2 = (z — v/2)(x + v2i)(z — V2)(z + V/2) a C[z]
b) 2% —81 = (2* —9)(z® +9) a Q|x]
2% — 81 = (z — V9) (2 + v9) (2% — V9x + v/81) (22 + v/9z + v/81) a R[]

)
20 =81 = (o= ¥9) (2= VO (=4 + i) ) (e = VO (=1 = 220)) (@ + V)

2. Descomponeu a Q[z] el polinomi

p(z) = 362° — 362" — 252° + 2522 + 4z — 4

Solucio.

pla)=(z=3)(z+3) (z=3) (e +5) (-1

3.4 Maxim comu divisor i minim comu maultiple de
dos o més polinomis

Siguin p;(x),...,pu(x) € Klz]. Anomenem maxim comu divisor d’aquests polinomis, i
I'indiquem per m.c.d.(pi(z),...,pn(x)), al polinomi d(z) € K|x] tal que

1) és divisor de cadascun dels polinomis donats,
2) qualsevol altre divisor comu de tots és divisor de d(zx),

3) és monic.



Polinomis 53

D’altra banda, anomenarem minim comt multiple dels esmentats polinomis, i I'indiquem
per m.c.m.(pi(x),...,ps(x)), al polinomi m(x) € K[z] tal que

1) és multiple de cadascun dels polinomis donats,
2) qualsevol altre multiple comt de tots és miltiple de m(x),
3) és monic.

El maxim com divisor de dos polinomis p(z) i ¢(z) es pot trobar mitjancant 1’algorisme
d’Euclides que consisteix a aplicar reiteradament el resultat segiient: Si p(z) = q(z)c(x)+
r(z) amb grau r(x) < grau p(z), q(x) # 0, lavors m.c.d. (p(x),q(z)) = m.c.d.

(q(x), r(x)).

Llavors, si d(x) = m.c.d. (p(z),q(z)) el minim comd multiple m(x) de p(x) i g(x) és:

_ pl)g(z)
m(x) = apbmd(x)

on a, i by, son, respectivament, els coeficients principals de p(z) i de g(z).

3.4.1 Problemes resolts

1. Siguin p(z) = 2* — 223 —42® + 7Tx — 2, q(z) = 2* — 23 — 52® + 32 + 2 polinomis
de Rlz].

a) Calculeu d(z) = m.c.d.(p(x), q(x))
b) Trobeu polinomis a(z),b(z) € Rlz] tals que a(x)p(x) + b(x)q(x) = d(x).

Resolucio.

a) Apliquem l'algorisme d’Euclides als polinomis p(z), ¢(x)

p1(z) =p(x) = 2* — 223 — 42 + 72 — 2 ‘3:4—x3—5x2—|—3x+2:q(:v):dl(:):)

—z*+ 23+ 522 - 3x -2 1=ci(x)

— 224+ 2?2 +4x—4=ri(2)

pa(x) =dy(x) =t — 23 =522 +324+2 |23+ 22 +4x —4=ri(z) =da(x)

—zt 4+ 23 + 42 — 4x —z = co(x)

— 22— 24+2=ry(x)
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p3(z) =do(x) = —x3 + 22 44 —4 | — 2% — 2+ 2 =ro(x) = d3(x)

3+ 2% - 22 x—2=c3(x)
202 + 2 — 4
—22% — 22+ 4
0 =r3(x)

Tenim doncs que d(z) és A - dz(x) per a un cert A € R. Més precisament,
ds(z) = ro(z) = —2* — 2+ 2 = —d(2)

o sigui d(z) = 2*> + 2 — 2.

b) De les successives divisions fetes a I'apartat anterior, tenim:
p(x) = pi(x) = di(z)cr () + ri(z) = q(x)er(z) + ri(2) (3.11)

q(z) = pa(x) = di(x) = da(x)ca(x) + 12(7) = r1(T)C2(7) — () (3.12)
Aillant d(z) en (3.12),

d(x) = —q(x) + co(z)r1(z) (3.13)
I aillant ry(z) en (3.11):
ri(z) = p(x) = g(z)er () (3.14)
Substituint (3.14) en (3.13):
d(z) =—q(x) +c2(2)[p(x) — () er(2)] = g(2) L = ca(w) er (@) ]+ p(a) ca ()

d’on finalment tenim que una parella de polinomis a(x), b(x) que verifica el
que es demana a ’enunciat és

a(x) = c(x)=—x
b(x) = —1—c(x)a(r)=—-1+=x

2. Si p(z), q(x) € R[x] sén dos polinomis primers entre ells, demostreu que també sén
primers entre ells els de cadascuna de les parelles de polinomis seglients:
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Resolucio.

a)

Demostrarem que els polinomis 2p(x)+3¢(x) i 2p(x)—3¢(x) sén primers entre
ells per reduccié a ’absurd. Es a dir, comencgarem suposant que no séon primers
entre ells i, aleshores, arribarem a una contradiccié. Notem r(x)=2p(x)+3q(x)
i s(x)=2p(x)—3q¢(x). Suposem que m.c.d.(r(z),s(z)) = d(z) # 1. Llavors,
operant obtenim:

(3.15) pa) = () +s5(a)
(3.16) o) = S(r(a) — s(@))

Donat que d(z) divideix r(x) i s(x), existeixen polinomis ri(x), si(z) els
quals verifiquen
r(z) = d(x)r(z)

s(x) = d(x)s(x)
Substituim a (3.15) i traiem factor comu:

1

p(z) = ;(d@)ri(z) +d(@)s:(z)) = %d(l’)(ﬁ (z) + 1())

Analogament, substituint a (3.16) i traient factor comu:

o(2) = 2@ (2) — 51(2)

Aix{ doncs, d(x) divideix alhora p(z) i g(z), la qual cosa contradiu que p(x)
i g(z) siguin primers entre ells.

Descomponem a C[z] els polinomis p(x), ¢(x)

plz) = (x—=X )™ ... (x—=\)™
q(z) = (z—m)" .. . (r—p)™
Tenim en compte que p(z) i ¢(x) sén primers entre ells observem que \; # (i,
Vi, 5. Ara bé, si elevem al quadrat
(p(x))? = (z— )™ .. (x—\)"™
(a(@)* = (z—p)™ .. (v — )™
veiem que (p(z))? i (¢(z))? no tenen cap factor comt, amb la qual cosa con-
cloem que (p(z))? i (¢(x))* s6n primers entre ells.

Veurem, de forma analoga a l’apartat a) que els polinomis a(x) = p(x)
b(xz) = p(x)—q(z) soén primers entre si. Suposem que d(z) = m.c.d.(a(z), b(x)) #
1. Llavors:

a(x) = d(x)a;(x) i b(x) = d(z)b(z).
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Ates que

tenim que

ple) = 5d(@) (o (@) + b (@)

o) = () ar(z) — b1 ()

i d(x) divideix p(z) i g(z), la qual cosa contradiu la hipotesi de I’enunciat.
Per tant, a(z) i b(x) sén primers entre si. Aplicant I’apartat b) també ho sén

(a(@)* = (p(2) +q())* i (b(x))* = (p(z) — q())*.

3.4.2 Problemes proposats

1. Calculeu, utilitzant ’algorisme d’Euclides, el maxim comu divisor de les parelles de
polinomis segiients:

a) m.c.d.(pi(z),q (7)) = 2? — 4.
b) m.c.d.(ps(z), g2(z)) = 2% — 9.
c) m.c.d.(ps(x), q3(z)) = 2* — 1.

2. Considereu els polinomis

p(r) = "+ (1 +pat+pr® — 2 — 1+ pz —p
qz) = 2° +pa* —22° —2ua* + x4 p

Sigui d(z) = m.c.d.(p(z),q(x)). Per a quins valors de p es verifica gr(d(z)) =37
Solucid. Per a qualsevol valor de p. Indicacié:

p(x) = (z—1D(z+(@+p)(@*+z+1)
¢z) = (z—D(@+1)(+p)(®-1)
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3. Calculeu les arrels, amb les seves respectives multiplicitats, dels polinomis:

a) p(z) =a*+32° + 22+ 22+ 1 € R[z].
b) q(z) =z*+2* — 1 € Rlz].

Solucio.
a) —1 (doble), i, —i.

b) 5V 2+2V5, V24 2V5, V2 2v5, —5V-2-2/k

4. Determineu el maxim comu divisor i el minim comud miltiple de p(z) i g(x), essent

p(z) = 2% — (V3 +V2)z + V6; q(r) = 2* — 2.

Solucid.

x—\/§; 22— V322 — 22+ 2V3.
m.c.d.(p(z),q(z)) =2 —2

m.c.m. (p(x),q(z)) = (z — 1)(z — 2)3(z — 3)(z + 2).
3.5 Desenvolupament de Taylor d’un polinomi

Donat un polinomi p(z) € R[z] de grau n, el desenvolupament de Taylor de la funcié real
de variable real que ve definida per  — p(z) en z = a € R és:

Aixi doncs, si d’un polinomi p(z) € K[z] en coneixem el grau n, el valor de p(z) i les
seves derivades fins a l'ordre n en x = «, llavors podem reobtenir el polinomi en qiiestio,
mitjangant la formula de Taylor.

3.5.1 Problemes resolts

1. Calculeu p(z) € R|z], tal que gr(p(z)) = 5, p(—1) = 15, p'(1) = 0, p"(1) = 0,
p"(1) =6, p™(1) =0, p(0) = p(2).

Resolucio.

El desenvolupament de Taylor del polinomi que busquem en el punt o = 1 és:

p(x) = p(1)+ #(w —1)+ p";!” (x— 1)+ p”;!l) (z—1)%+
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Substituim p'(1) = 0, p”(1) = 0, p”(1) = 6, p"™(1) = 0 en 'expressi6é anterior i

obtenim:
3 p(v)(l) 5
p(x) =p(1) + (z —1)° + T(l‘ —1) (3.17)
Per tal d'imposar que p(0) = p(2), calculem ambdés valors:
pM(1 (1
p0) =p(1) 1= )= py 414 250
D’on restant les dues expressions
pV(1)

Hem trobat, doncs,
pV (1) = =5l = —120

Només ens resta imposar p(—1) = 15 en (3.17):
15 =p(—1) =p(1) — 8+ 32

Aixi doncs, p(1) = —9. Finalment, substituim en (3.17) el valor de p(1) i el de
P (1):

pla) = =9+ (z 1" = (x = 1)° = —a® 4 5 — 0a° 4 Ta® — 25 — 9

2. Calculeu la resta de dividir
pu(x) = na®™ — 3na" + 2n

a) per (r —1)2.
b) per (z+1)3.

Resolucio.

a) El desenvolupament de Taylor de p,(z) en o =1 és:

(2n)
(1) (L) 2 pa (1) 2
=pn(1 -1 -1 — 1) (3.1
pole) = pu1) + PR =)+ P e = 12+ B e - 1) (318)
Treim (x — 1)? factor comt a partir del tercer sumand del segon membre de la
igualtat:
1 (2n)
. / o [ Pn(1) pn (1) 2n—2
o) = pul1) 4 40 = 1)+ (o= 1P | PR T =)
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Si diem g, (z) = 221 ... ¢ pﬁ(?;)u) (x — 1)>»=2 Dexpressié (3.19) és
pa(2) = pu(1) + 2 (1)(@ = 1) + (2 = 1)°gu(2)
Deduim d’aqui que la resta que buscavem és:
rn(x) = pa(1) + p,(1)(z — 1) (3.20)
Només ens cal, doncs, coneixer p,(1) i p/,(1). Anem a calcular-los
pu(z) = nz®™ — 3nz™ + 2n pn(l)=n—3n+2n=0
Pl (z) = 2n22?"t — 3n22™ b pl (1) = 2n? — 3n? = —n?
Substituim en (3.20) i obtenim la resta de dividir p,(x) per (z —1)?
(7)) = pp(1) + 9, (1) (x — 1) = 0+ (—=n?)(z — 1) = —n’z + n?
b) El desenvolupament de Taylor de p,(z) en a = —1 és

pa(x) = pa(=1) + B (2 + 1) + B0 (2 4 1)2 + 2L (w4 1)+

mn ) 1 n
-+ B (275) Lz +1)?
Procedim de forma analoga a l’apartat (a) i obtenim

pr(—1)
2l

Pu() = pa(=1) +p, (1) (z + 1) + (z+1)" + my(z)(z +1)°

per a un cert polinomi m,(z) € Rlz].
Aix{ doncs, la resta de dividir p,(z) per (z + 1)3

sal@) = pul1) + (1) 1)+ U

Ens cal, doncs, coneixer p,(—1), p/,(—1) i p!/(—1). Calculem les derivades de
p(z)

pu(x) = nz™™ — 3nz"™ + 2n

p;(x) — 2 27’L 1 3n2$n 1

pl(z) =2n%(2n — 1)2* 2 — 3n*(n — 1)2" 2
Avaluem, en o = —1, p,(x), p,(z) i pli(x). Si n és parell,

po(—1)=n—3n+2n=0
pl(—=1) = —2n% 4 3n? = n?
p(=1)=2n*(2n —1) = 3n*(n — 1) =n® +n* =n’*(n+ 1)
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D’on, si n és parell, la resta demanada és

n*(n+1)

su(z) =0+ n*(z+1) + 5 (x4 1)
Operant, obtenim
2 1 2

Si n és senar,

pn(—1) =n+3n+2n=06n
pl(=1) = —2n? — 3n* = —5n?
(1) =2n*(2n — 1)+ 3n*(n — 1) = (Tn — 5)n?
D’on, si n és senar, hem obtingut
(Tn — 5)n?
2
Operant, s,(z) = 3n*(Tn — 5)z? + (Tn® — 10n%)z + 3 (7n® — 15n% + 12n).

(1) = 6n — 5n*(z + 1) + (z+1)?

3. Sigui p(z) € R[z] un polinomi de grau 4 que té 100 com a arrel triple i verifica

p(0) =2-10% i p™(100) = 24. Calculeu p"”(100).

Resolucio.

Donat que a = 100 és una arrel triple de p(z) tenim p(100) = p'(100) = p”(100) =
0. Aixi doncs, el desenvolupament de Taylor del polinomi que busquem en o = 100

és:
p”/(lOO) 3 p(IV)<100)

p(z) = A (z — 100)* + 20 (z — 100)*
Substituim p™’(100) = 24 i imposem p(0) =2 - 108,
11 100
2-10% = p(0) = P <3' )(—100)3 +10°
Pon p"(100) p"(100)
10° = — a3 10° = 10? = — c

Finalment obtenim p”’(100) = —600.

Observacio. Aquest és un exercici on es veu la utilitat del desenvolupament de
Taylor d’un polinomi. Es pot intentar donar la solucié del problema tot considerant
p(z) un polinomi de la forma p(z) = az* + ba® 4+ ca? + dx + e i resolent el sistema

p(100) = 0
p/(100) = 0
p"(100) = 0
PV (100) = 24

p(0)=2-108
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amb la qual cosa l'exercici es fa llarg i pesat de calculs.

3.5.2 Problemes proposats

1. Trobeu la resta de dividir el polinomi p(z) = 2% + 2% + 29 per

Solucid.

a) 49850122 — 995895 + 497397 .
b) 1107z + 1104.

2. Si p(z) € R[z] és un polinomi tal que 2 és arrel triple de p(z) i la resta de dividir
p(x) per (z —2)3 és 1223 — 7222 + 144z — 96, que val p”'(2)?

Solucié. p"(2) =T72.

3.6 Miscel -lania

3.6.1 Problemes resolts

1. Sigui p(z) € R[z] un polinomi de grau més gran o igual que 4, tal que la resta de
dividir p(z) per 2 + 1 és 2z i la resta de dividir p(z) per 2> — 1 és x — 1. Quina
és la resta de dividir p(z) per z* — 17

Resolucio.

Dir que la resta de dividir p(z) per 2 +1 és 2z és equivalent a dir que existeix un
cert polinomi ¢;(z) tal que es verifica la igualtat segiient

p(z) = (% + D (z) + 22 (3.21)
Analogament, si la divisié de p(x) per z2 — 1 té com a resta x — 1 tenim:
p(z) = (22 — Dgo(z) + 2 — 1 (3.22)
Finalment, dividim p(z) per z* — 1 i obtenim una expressi6
ple) = (@ — 1)a(2) + r(x) (3.23)

on la resta r(x) és un polinomi de grau estrictament més petit que el grau del
divisor, és a dir, en aquest cas

gr(r(z)) <4 = r(z) = ax® + bz’ + cx +d.
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Donem valors a la x i substituim a (3.21), (3.22), (3.23). D’aquesta forma construi-
rem un sistema d’equacions que ens permetra calcular a, b, c, d.

2i (4?1)])(2) iy b+ci+d (3.24)
—2i = p(—i) = at—b—ci+d 2
i (4‘11)])( 7) e ai ci+ (3.25)
= p(l) = b d 2
0 (4.12)]9( ) Tk +b+c+ (3.26)
-2 = p(—-1) = — b— d 2
(4.12)p( >(4.13) Gromer (3:27)
Sumant (3.24) 1 (3.25), 0 = —2b+2d = b =d.
Restant (3.24) i (3.25), 4i = —2ai+2ci = 2 =c¢ — a.
Sumant (3.26) 1 (3.27), —2=20+2d = —1 =b+d.
Restant (3.24) 1 (3.25), 2=2a+4+2c=1=a+c.
Dona=b=d= —%, c= % I, finalment,

1
r(z) = 5(—x3 — 2+ 3r—1).

. Trobeu un polinomi p(z) € R[z] de grau 5, tal que (z — 3)* divideixi
p(x) — 648 i (x + 3)® divideixi p(x) + 648.

Resolucio.

Es equivalent dir que (x — 3)? divideix p(x) — 7 que dir que existeix un polinomi
q(z) € Rlz] que verifica la igualtat

p(z) — 648 = (x — 3)3q(z) (3.28)
Analogament, es verifica
p(z) + 648 = (x + 3)*s(x) (3.29)

per a un cert polinomi s(x) € R[z].
Derivem en (3.28):

V' (z) = 3(z = 3)%q(z) + (v = 3)°¢/(2) = (v = 3)*[3¢(x) + (z — 3)¢(2)]

D’on deduim que (z — 3)? divideix p/(x).
Derivem en (3.29):

p'(x) = 3(z +3)%s(x) + (v + 3)%s'(2) = (x + 3)*[3s(x) + (x + 3)s'(x)]

Aix{ dones, (z+3)? també divideix p/(x) i, per tant, (z —3)*(z+3)? divideix p/(z).



Polinomis 63

Com que la descomposicié de p/(x) en factors primers és tnica, llevat d’ordre i
multiplicar per un escalar, tenim doncs

p'(x) = (v = 3)*(z + 3)*t(x)
Recordem pero, que gr (p(z)) = 5, o sigui que gr (p/(xz)) = 4, amb la qual cosa
tenim que gr (t(z)) = 0, o sigui #(x) és constant.

Aixi doncs,
p'(z) = k(z — 3)*(x + 3)* per a una certa k € R

Integrant,
pa) = k/(x —3(a + 3)%dx = k/(a:2 92 = k:/(a:4 1842 4 81)dy
.
= k(€—6x3+81x) +c
Imposem ara que x — 3 divideixi ¢;(z) = p(z) — 648 i que = + 3 divideixi ga(x) =

p(z) + 648. Equivalentment, imposem ¢;(3) =0 i ¢2(—3) = 0:

648

648
0 = q2(—3) = —k‘? + ¢+ 648

D’on deduim ¢ =0 i £ = 5. Finalment hem obtingut

p(z) = 2° — 302" + 405x

3. Calculeu la resta de dividir per (z — 1) els polinomis segiients:

a) pp(z) = na"+(n—1)z" " +.. . +22°+x

b) ¢u(z) = na"—(n—1)2" '+ (n—2)2" 2 +. . .4+ (=1)"332*+ (- 1)" 2222+ (—1)" '
Resolucio.
Sigui p(x) un polinomi qualsevol. Si ¢(x) és el quocient de dividir p(x) per = — 1

i r(z) és la resta d’aquesta divisid, es verifica

p(x) = (x = 1)g(x) + r(z) (3.30)

Donat que gr (r(z)) <gr (z—1) tenim que r(z) és un polinomi de grau 0, és a dir,
r(x) és una constant. Posem r(x) = k, per a una certa kK € R. Fem en (3.30) la
substitucié = = 1:

p(l) =r(1) =k
Aixi doncs, per trobar les restes que ens demana ’enunciat només hem d’avaluar en
(3.30) els polinomis donats.
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a) Comencem amb els polinomis p,(z):

(n+1)n  n*+4n
2 2

m(l)=n+n—-1)4+---+24+1=

D’on deduim que la resta de dividir p,(z) per z — 1 és ”2%

b) Fem el mateix amb els polinomis g, (x):
(1) =n=m=1)+n=2)=(n=3)+-+ (=) +(=1)" "2+ (-1)""

Estudiem per separat el cas en que n sigui parell o senar.
Si n és parell, observem

qn<1):p—@—l)ﬁ(n—z):<n—32+--.+4—3+2—1:g
+1 +1 +1 +1
Si n és senar, llavors
(1) (1)t (-2 —(n—3)+ - 43-241=""1 g_ntl
n :n_ n_ n_ _n— .« .. —_— P— pr—
q [\ J . 7 v 2 2

v~ a'e

+1 +1 +1

Podem resumir aquests dos resultats de la forma segiient

(1) = E (n—gl)

on £E: R — R, x — FE(z) és la funci6 que assigna a qualsevol nombre
r € R la seva part entera.

Finalment doncs, deduim que la resta de dividir g,(z) per z — 1 és E (”T“)

4. Donats els polinomis

p(z) = 2*—52°+52%+ 52 —6
qz) = 2 =223 20— 1

a) Trobeu el maxim comu divisor d’ambdés polinomis per 1'algorisme d’Euclides.

b) Sigui n(z) = %. Calculeu el desenvolupament de Taylor de n(z)
en o= 1.

Resolucio.

a) Apliquem l'algorisme d’Euclides

2t =523 + 522+ 52— 6 =23 42— 1
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—xt 4 223 —2r+1 1
— 323+ 522 +3x—5

xt =23 + 2c — 1 — 323+ 522 +3x—5

_p4 4 5.3 2_5 _1 1
a:+3a: +x 3T 3a:+9

1.3 2, 1.
1,3_5,2_1 5
+3 gr —3% + 3

=46

323 4+ 522 + 32— 5 ‘x2—1

33 — 3z —3x+5

52 -5
— 52 +5

[/

Aix{ dones, m.c.d.(p(x), q(z)) = z* — 1.

b) Calculem m.c.m.(p(x),q(x)):

p(x)q(x)
m.c.d.(p(z), q(z))
(2% — 523 + 522 + 5o — 6)(2* — 223 + 22 — 1)
x?2—1
= (2* —2x + 1)(a* — 52° + 52% + 52 — 6)
= 2% — 72" + 162" — 102° — 112° + 172 — 6

m.c.m. (p(x),q(x)) =

Trobem ara n(x):

n(z) = m.cm.(p(z), q(z)) _
m.c.d.(p(x),q(z))
20 — Txd + 162 — 102 — 1122 + 172 — 6
2 —1
= 2 T3+ 1722 = 1T+ 6

Observem que n(l) = 0. Calculem les successives derivades de n(x) i les
avaluem en z =1,

n'(z) =423 — 2122 + 342z — 17 n/(1) =0
n’(z) = 12z* — 42z + 34 n(1) = 4
n"(z) = 24z — 42 n"(1) = —18
n'V(x) =24 n'v(l) =24
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Recordem que el desenvolupament de Taylor de n(z) en a =1 és:

n'(1 n"(1
R

(x_1)2+n’”( )(x_1>3+nw(1)(x_1)4

n(z) =n(l) + 3l m

Substituim i arribem a:
n(z) =2(xr —1)> = 3(x — 1) + (x — 1)*.

[ ] [ ] [ ]
5. Trobeu els polinomis p(z) € R[z] de grau n que verifiquen
p(ry=pr+1)=---=plr+(n—-1) =1
per a un cert r € N.
Resolucid.
Fent la divisié de p(x) pels polinomis z —r,x — (r+1),...,x — (r+(n—1)) tenim:
p(r) = (= r)q(z) +1
p(x) = (z = (r+ 1)ga(z) + 1
p(x) = (z = (r+ (n = 1)))gn(z) + 1
Si restem les dues primeres equacions obtenim:
0=(z—(r+1)g) - (r-r)a()

D’on (z —7)qi(z) = (x — (r +1))g2(z). I com que (x — (r + 1)) no divideix = —r
necessariament, (z—(r+1)) divideix ¢;(x). Fem el mateix amb les altres equacions,
és a dir, restem a la k-eésima equaci6 (per a k =2,...,n ) la primera:

O=(x—(r+k—1)g(z)— (x —r)q(x), k=2,...,n
I raonant igual que abans, = — (r +k — 1), divideix ¢;(z), k=2,...,n. Per tant,
a@)=(x—(r+1)...(x—(r+n-1)))s(x)
Pero, ates que gr (p(z)) =n i
p(z) = (z —r)q(r) +1

deduim que gr (¢i(z)) = n — 1 i, aleshores, gr (s(z)) = 0, o sigui s(x) = X per a
un cert A € R.

Aixi doncs, els polinomis que verifiquen I'enunciat son els segiients:
mE)=Nz—r)z—(r+1)...(—(r+n-1)))+1,

essent A € R qualsevol.
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3.6.2 Problemes proposats

1. Sigui p(x) € R[z]. Si la resta de dividir p(z) per x — 1 és 1, per x — 2 és 2 i per
r — 3 és 3, quina és la resta de dividir p(z) per 2® — 62% + 11z — 67

Solucié. r(x) =x.

2. Sigui A € M, (R) una matriu quadrada qualsevol, i sigui I € M,(R) la matriu
identitat. Sigui S € M,,(R) una matriu invertible. Considerem els polinomis

p(z) = det(A—zI)
q(x) = det(SAS™! —xl)

Existeix alguna relacié entre p(z) i ¢(x)?
Solucié. p(x) = q(x).

3. Trobeu els polinomis monics de grau 5 tals que m.c.d. (p(z),p'(z)) = (z — 2)3,
p(1) =101 p(3) = 196.

Solucié. Només n’hi ha un: p(z) = 22° — 152" + 472% — 402° + 16.

4. Per a quins valors de « € N la resta de dividir el polinomi p(x) = z**" — 3z°%6 +
3zt — ot 11822 — 48% + 32 per (z — 1)3 té una arrel doble? Quant val?

Solucié. Per a tot a € N, ival 4/3.
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Capitol 4

Matrius 1 sistemes d’equacions
lineals

4.1 Introduccio

L’origen de les matrius el podem trobar en la resolucié de problemes que condueixen a
sistemes lineals d’equacions. En el Jiuzhang Suanshu (Nou capitols sobre l’art matematic),
una obra anonima de la primera eépoca de la dinastia Han a la Xina (aproximadament
d’entre 200 aC i 100 aC), es planteja un sistema de tres equacions amb tres incognites, les
dades del qual es disposen en forma rectangular. Per a resoldre aquest sistema s’aplica el
que avui anomenariem “eliminacié gaussiana” treballant per columnes.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) va fer importants descobriments en la teoria de
sistemes d’equacions lineals i introduint una notacié que es correspon amb la forma actual
d’indicar, amb subindexs, els elements d’una matriu a partir de la fila i la columna que
ocupen.

La paraula matriu la va utilitzar per primer cop James Joseph Sylvester (1850), tot i que
les matrius ja s’utilitzaven de forma abstracta en una memoria anterior de Cayley, on es
tracten les operacions basiques amb matrius i el calcul d’inverses. L’any 1854 va establir
I’anomenat “teorema de Cayley-Hamilton” per a matrius quadrades. El va demostrar en
el cas de matriu d’ordre 2 o 3. La demostracié per a matrius d’ordre 4 es diu a William
Rowan Hamilton (1805-1865).

El concepte de rang d’una matriu va ser introduit per Ferdinand Georg Frobenius (1849-
1917), mitjancant determinants. També va provar diferents resultats sobre matrius,
incloent-hi una demostracié del cas general del “teorema de Cayley-Hamilton”.

A partir de la segona meitat del segle XIX bona part de I’estudi sobre matrius s’ha dedicat
a casos en que els seus elements pertanyien a un cos qualsevol, o eren enters.

Tot i amb aixo, no hi ha cap llibre especificament dedicat a les matrius fins al segle
XX. La teoria de matrius es pot considerar, doncs, recent. Avui en dia les matrius estan
considerades un topic de gran importancia, ja que constitueixen una eina matematica molt
valuosa. Les matrius s’utilitzen en disciplines com sén ara el calcul numeric, equacions
diferencials i en derivades parcials, estadistica, economia, informatica, ...

69
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4.2 Matrius

Tractarem només les matrius amb coeficients en un cos commutatiu K, el qual habitual-
ment sera, o bé el cos real R, o bé el cos complex C.

Anomenarem matriu d’ordre n X m a coeficients en el cos K a un conjunt de n - m
elements del cos distribuits en n files i m columnes i que notarem per

1 1
al a’m
A= : : , a; € K.
n n
a; Ay,

Observeu que ’element az- esta a la fila 7,1 ala columna j. Notarem M, y,,(K) el conjunt
de les matrius d’ordre n X m a coeficients en el cos K. En el cas particular on n = m,
el notarem simplement M, (K).

Operacions amb matrius

Suma. Donades dues matrius A = (a;;) i B = (b;;), amb A, B € M, .,,(K) (és a dir, del
mateix ordre) definim la seva suma com la matriu

€= ()= (al +1).
En el conjunt M,,.,(K), 'operacié suma verifica les propietats segiients.
1. Associativa: (A+ B)+C=A+ (B+C).
2. Commutativa: A+ B =B+ A.

3. Existencia d’element neutre, que és la matriu 0 (els elements de la qual sén tots
nuls), ja que A+ 0 = A per a qualsevol matriu A € M,,»,,(K). Aquesta matriu
s’anomena matriu nul-la.

4. Existencia d’element simetric: donada una matriu A = (az ) € Myxm(K) existeix
—A de forma que A+ (—A) =0 (en efecte, només cal prendre —A = (—al)).

(2

Es a dir, que M, «,(K), amb l'operacié suma, és un grup commutatiu.

Producte. Donades dues matrius A € Myun(K), B € Mpyy(K), aixo és, A = (al) i
N = (b)) d’ordre n x m i m X p, respectivament, definim el seu producte per

=)= (3ett).
k=1
L’operacié producte verifica les propietats segiients.

1. Associativa: (AB)C = A(BC).
2. Distributiva respecte de la suma: A(B+ C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC.
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3. En el cas n = m, existeix element unitat, que és la matriu I, = (67), amb ¢/ =0
sii#j1i6=1,jaque Al, = I,A = A per a qualsevol matriu A € M, (K). La
matriu [, € M,,(K) rep el nom de matriu identitat d’ordre n.

L’operaci6 producte no és commutativa. En realitat, si A € M,y (K) i B € Myyp(K),
podem efectuar el producte AB, pero el producte BA només pot fer-se si n = p. En el
cas de dues matrius quadrades A, B del mateix ordre es poden efectuar els productes AB
i BA, pero les matrius aixi obtingudes no tenen per que coincidir.

Aixi, M, (K) és un anell (no commutatiu) amb la suma i el producte.

Es possible que, sense que ni A ni B siguin matrius nul-les, el producte AB o BA (o
ambdds, en el cas en qué tinguin sentit) siguin la matriu nul-la.

Producte per un escalar. Donada una matriu A4 = (ag ) € M5 (K) iun element qualsevol
del cos A € K definim el producte del escalar A\ per la matriu A de la manera seglient:

Mal) = (Aa}).
L’operacié producte per escalars de K verifica les propietats seglients.
1. Associativa: A(uA) = (Apn)A.
2. Distributiva respecte de la suma de matrius: A(A + B) = AA + AB.

3. Distributiva respecte de la suma d’escalars: (A + p)A = AA + pA.
4. 1-A=A.

Aixi dones, My xm(K) és un K-espai vectorial (de dimensié nm).

Alguns tipus especials de matrius

Anomenarem matriu triangular superior a una matriu A = (a{) tal que af =0, per a tot
1> 7.

Anomenarem matriu triangular inferior a una matriu A = (a{ ) tal que ag =0, per a tot
i<7.

Anomenarem matriv diagonal a una matriu A = (ag) tal que af =0, per atot i # j.

Donada una matriu A = (a!) € M,,m(K) anomenarem matriu transposada de A, i la
notarem A’, a la matriu definida de la forma

A" = (d}) € Mypun(K).

Esa dir, A! ésla matriu que s’obté a partir de A canviant files per columnes. Es verifiquen
les igualtats segiients.

1. (A = A.

2. (AA)' = AL
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3. (A+B) = A" + B.

4. (AB)' = B At

Donada una matriu A € M, (K) direm que és simetrica si, i només si, A = A’; i direm
que és antisimetrica si, i només si, A = —A".
Rang d’una matriu

Tota matriu A es pot transformar en una matriu r-esglaonada per files, és a dir, de la
forma

0 0 *
0 0 0 0 *
r
0 0 *
0 0
0 0

on x indica un element diferent de zero. Aix0 es pot aconseguir mitjancant transforma-
cions elementals de files, és a dir, qualsevol de les manipulacions segiients:

1. Permutar entre elles dues files.

2. Multiplicar una fila per un escalar no nul.

3. Substituir una fila per la suma d’ella mateixa amb una altra multiplicada per un
escalar.

S’anomena transformacié elemental de columnes a qualsevol de les manipulacions segiients:

1. Permutar entre elles dues columnes.

2. Multiplicar una columna per un escalar no nul.

3. Substituir una columna per la suma d’ella mateixa amb una altra multiplicada per
un escalar.

Fent transformacions elementals de columnes, podem obtenir, a partir de la matriu A,



Matrius i sistemes d’equacions lineals 73

una matriu de la forma

( 0 0 0 0 0
0
*
r
0
k
0
*
\
0 . 0

que s’anomena matriu 7’-esglaonada per columnes.
Es un resultat conegut que r =’ i a aquest valor se ’anomena rang de la matriu A.

Tant les transformacions elementals de files com les transformacions elementals de columnes
conserven el rang. En particular, el rang d’'una matriu coincideix amb el de la seva trans-

posada.

Per a aquells estudiants familiaritzats amb els conceptes d’espais vectorials, independencia

lineal i dimensié de subespais, es pot donar també una altra definicié de rang d’una matriu,

que coincideix amb l'anterior: donada una matriu A € M,,y,(K), s’anomena rang de A

a la dimensi6 del subespai de K™ generat pels vectors columna de A (que coincideix amb

la dimensié del subespai de K™ generat pels vectors fila de A).

Teorema de Cayley-Hamilton
Donat un polinomi p(t) € K[t] i una matriu A € M, (k), denotarem per p(A) a:

p(A) =apl, + 1A+ -+ a, A",

si p(t) = ap + art + -+ + a,t™. S’anomena polinomi minim de A al polinomi monic
de grau minim d’entre els que verifiquen p(A) = 0 (aquest polinomi sempre existeix i
és tnic). Un enunciat possible pel Teorema que ens ocupa és el segiient: “El polinomi
minim de A divideix el polinomi caracteristic de A” (vegeu el capitol 3 del llibre Espais
vectorials. Aplicacions lineals. Diagonalitzacio, per exemple, per a la definicié del poli-
nomi caracteristic. Aqui només ens interessa que aquest polinomi té grau n). Com a
conseqiiencia, el grau del polinomi minim és més petit o igual que n.

Aquest teorema permet afirmar que, donada una matriu invertible, quadrada A € M, (k)
es pot escriure la seva inversa, A~!, de la forma

A_l - )\Oln + /\1A +--- 4+ /\n_lAn_l
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(és a dir, per als lectors habituals al llenguatge d’espais vectorials, com a combinaci6
lineal de les matrius I,,, A,..., A" ). D’aqui es dedueix una altra forma de determinar
la inversa d'una matriu (vegeu exercici 5).

4.2.1 Problemes resolts

1. Calculeu
1[(23-1) 1 2 3 31
1 +< )} 21 1
3 4 2 0 01 1 01 —1

Resolucié. Fem primer la suma:

23 -1) (123)_(3
42 0 01 1) \4

Multipliquem ara per 1’escalar:

%(Z g ?):<4}3 5{3 ??g)

Finalment fem el producte de matrius:

LW Ot
Ll V)
N—

3 1 4
1 5/3 2/3 [ 19/3 10/3 5
(o 0 08) 20 )= (5 88 5)

que és el resultat final. També es pot escriure com:

L/19 10 15
3\ 18 8 —18 )~

2. Trobeu quines matrius M satisfan I’equacié matricial

2 1 -1 0 0
(—2 —1 1>M_(O O)'
Resolucié. En primer lloc observem que la matriu M ha de tenir 3 files i 2
mp M2
columnes. Si M = | m3 my |, per la definicié de producte de matrius obtenim
ms Mg
les equacions
le +ms —my = 0
2m2 +my — mg = 0
—2m1 — ms + Mms =0
—2m2 — My + Mg =0
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Aixi, veiem que només cal que es compleixin dues condicions:
m5:2m1+m3 i m6:2m2+m4.
Per tant, tota matriu M de la forma

ma me
mg My
2my +ms 2mo 4+ my

amb mq, me, ms, my qualssevol satisfan I’equacié donada.

3. Estudieu si sén, o no, certes les igualtats segiients:
(a) (A+ B)? = A*>+2AB + B?
(b) ABB+C)—(A+C)B—-C(A—-B) =0,
on A, B, C s6n matrius quadrades d’ordre n.
Resolucid. (a) Si calculem (A + B)?, obtenim:
(A+B)>=(A+B)(A+B)=A*>+ BA+ AB + B*.

Aixi, per a que sigui certa la primera igualtat, cal que BA+AB = 2AB. Equivalent-
ment, AB = BA. Es a dir, només quan es verifiqui aquesta condicié (AB = BA)
sera certa la igualtat donada.

(b) Calculem el primer membre de la igualtat, A(B+C)—(A+C)B—-C(A—B) =
AB+ AC — AB—-CB—-CA+ CB = AC — CA. Aixi doncs, aquesta igualtat és
valida si, i només si, AC — CA = 0. Equivalentment, si, i només si, AC = C'A
(observeu que aqui la matriu B no intervé).

4. a) Esglaoneu per files la matriu A, segiient, segons els diferents valors de o € R

1 0 «o
a 1 1
Ao = I a 1
01 -1
b) Determineu el rang de la matriu
11 «
a 0 0
b= 000
g1 1
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Resolucio.

a) Apliquem a la matriu A, les transformacions elementals segiients:

— Sumem a la fila 2 la fila 1 multiplicada per —a.
— Sumem a la fila 3 la fila 1 multiplicada per —1.
— Sumem a la fila 3 la fila 2 multiplicada per —«.

— Sumem a la fila 4 la fila 2 multiplicada per —1.

Llavors:
1 0 « 1 0 «Q
A N 01 1—a? N 01 1—a? N
@ L1 1 o 1 L 0 a 11—«

SRR WU SRS R & e/ AN B
1 0 Q
0 1 1—a?

f/:szil)fz 00 1—2a+a?

* 00 —24a?

Si —24a? =0, és adir, a = V2 0 a = —/2, la matriu ja estd esglaonada
(és una matriu 3-esglaonada).

Sil—2a+a® =0, és a dir, azloa:#g,oa:%g fem la
transformacié elemental segiient:

— Intercanviem les files 3 1 4 1 obtenim la matriu

10 «
01 1—a?
0 0 —2+a?
0 0 0

que és 3-esglaonada.
Sil—2a+a®#0,dés adir, o # 1, #g’ %5 i o # 2, —V/2, llavors
fem les transformacions elementals segiients:

— Multipliquem la fila 4 per 1 — 2a + 3.

— Sumem a la fila 4 la fila 3 multiplicada per 2 — o?

Llavors la darrera matriu es transforma en:

10 0"

0 1 1 —o?
0 0 1—-2a+a?
0 0 0

que és 3-esglaonada.

b) Fem les transformacions elementals segiients a aquesta matriu, per tal d’esglaonar-

la:
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— Sumem, a la fila 2, la fila 1 multiplicada per —«
— Sumem, a la fila 3, la fila 1 multiplicada per —f3

Llavors:
1 1 « 1 1 «a 1 1 « 1 1 «
a 0 0 N 0 —a —a? N 0 —«a —a? N 0 -« —a?
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1-3 1-—af
31 1 3 1 1 0 1-8 1-af 0 0 0
Si o =0, fem ara la transformacié elemental seglient:
1 1 « 1 1 « 1 1 0
0 —« —a? 0 1-08 1—ap 0 1-p0 1
0 1-8 1—ap 0 -« —a? 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

(és a dir, intercanviem les files 2 1 3).
Aquesta matriu ja esta esglaonada i té rang 2, per a qualsevol valor § € R,
A=2.
Finalment, suposem « # 0. Apliquem ara les transformacions elementals
segiients:
— Multipliquem la fila 3 per a (observem que aixo no ho hauriem pogut fer
sia=0).
— Sumem a la fila 3 la fila 2 multiplicada per 1 — [ (observem que sempre
podem fer-ho, independentment del valor de la constant 3).

Tenim ara
1 1 «a 1 1 o
0 -« —a? 1 1 a2 0 —a —a?
0 1-8 1—ap ~1 0 -« @ “1o0o 0 a-a?
0 0 0 0 all=p) all-af) 0 0 0
Veiem que el rang de la matriu és, en aquest cas, 3.
[ [ J [ ]
1 1 1
5. Considereu la matriu (invertible): A = [ 0 —2 —2 |. Determineu escalars
0o 3 2

Ao, M, Ao € R tals que A7 = \gl3 4+ M A + N A%,

Resolucié. Sabem que existeixen escalars ag, a1, as € R tals que A% +ayA?+a; A+
agls = 0. Es a dir,

1 0 -1 1 2 1 1 1 1
0 4 4 |+4+al 0 -2 0]+a|l 0 -2 —2 ]+
0 -6 —4 0 0 -2 0 3 2
100 000
+aol 01 0)=(00 0],
001 00 0
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D’aquesta igualtat deduim: as = —1, a; =2 1 a9 = —2.
Per tant, A3 — A% +2A — 215 = 0 i podem reescriure 1'expressié anterior de la forma

1
A(A2 — A+2I;) =213 0bé A [5(142 — A+ 213)] = I3, d’on concloem que:
I
ATV = (4P - At 2ry).

4.2.2 Problemes proposats

1. Efectueu les operacions segiients:

5 -7 8 2 6 —4
@ |9 20 |+ 9 3 11
0 0 0 0 —13 2
1/1 1 t
- 1 -1 .
<b>4(5)+[4< >}
/1 =3 0o\’
1 2 -3
© 151 o —4
L\ 1
13
10 0 —2
(@) 01+(_ . )
- 24 -1 0

=15 10 35 5
0 —-15 =20 5
-5 12 -3 -2
-2 4 -1 0
-8 20 -5 —4

(€) (6 3 =5 3).

|
(
(55020
|
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2. Justifiqueu que, si A i B s6n dues matrius quadrades d’ordre n, tals que AB = BA,
aleshores es verifica:

(A+B)k:A’f+(?)Ak—13+(§)Ak—2B+---+(kfl)AB’f—1+B’€.

3. Justifiqueu en quin/quins dels casos segiients les equacions matricials segiients tenen
solucié unica:

@ (37)v=(00)

o O O

0

0 1.

0
o (d3)un(:3)-(00)
Solucié. (a) i (c).

4. Trobeu totes les matrius X € M3(R) que commuten amb la matriu A (és a dir,
AX = X A), essent

1 0 0
A= 0 -1 -1
0o 2 =2
I 0 0
Solucié. X = 0 xo+4+x3 o |,amb xy,29, 23 € R.
0 21‘2 T3

5. Proveu que si A és una matriu antisimetrica també ho és A+ A!, i que si A és una
matriu simetrica també ho és A — A!.

6. Calculeu el rang de les matrius segiients, reduint-les previament a matrius esglao-
nades per files

21 0 3 gé_f_g

A=|4 2 -1 5 |, B—
01 10 6 1 -1 1
21 -3 5

Solucié. rg A=31irg B=2.
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4.3 Sistemes d’equacions lineals
Tot sistema d’equacions lineals del tipus
ajxt + -+ apa =t
'a.gr;xl+---+anmx”:bm

es pot escriure en la forma d’una equacié matricial del tipus AX = B on

1 1 1.1 bl
a; ... a,
A= ... ... ..., Xx=|—: i B=
m m
al’ ...oa, " pm

essent A la matriu del sistema i B la matriu dels termes independents.
En general, si AX = B és una equacié matricial, amb A € M,,.,(K) 1 B € M,,(K)
matrius donades, trobar el conjunt de solucions de AX = B equival a resoldre si-
multaniament p sistemes d’equacions lineals del tipus (*) amb la mateixa matriu del
sistema.
L’equacié matricial AX = B té solucid si, i només si, rang A = rang (A|B). En aquest
cas:
{solucions de AX = B} = Xy + F on X és una soluci6 particular de AX = B, és a
dir, AXy=B; i

F = {solucions de AX = 0}
F és un subespai vectorial de M, »,(K) 1, si r =rang A, dim F' = (n — r)p.
Observeu que si 7 = n (nombre de columnes de A), llavors la solucié és tnica.
Direm que dues equacions matricials A; X = By i A3 X = By amb Ay, Ay € M,y (K),
By, By € My,x,(K) sén equivalents si tenen les mateixes solucions.
Donada 'equacié matricial A; X = By, amb r = rang A; = rang (A;|B;) a partir de la
matriu ampliada (A;|B;) sempre es pot arribar mitjangant transformacions elementals
de files (i si calgués permutacions de columnes) a una matriu del tipus

1 0

I. P 7 _ I o

(A2|BQ) - (0 0 O) on -[7“ -
0 1

En el cas de no haver fet cap permutacié de columnes el sistema A; X = B; és equivalent
a A X = By i les solucions (comunes) sén:

X = (Zﬁ_(]?(ﬂ essent Xo € My (n—r)(K) arbitraria

Si r = n tenim una unica solucié: X = Z.
Si s’ha efectuat alguna permutacié de columnes a la matriu A, , llavors I’equacié matricial
A1 X = Bj no és equivalent a A, X = By pero les solucions de A1 X = B; es poden obtenir
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a partir de les de A3 X = By de la forma segiient: si X, és una solucié de A X = B,,
llavors la matriu X; que resulta d’efectuar les permutacions de files analogues a les “de
columnes” efectuades a la matriu A; per obtenir A,, és solucié de 'equacié A1 X = Bj.
El cas de l'equacié matricial XA = B es pot resoldre convertint-la en una del tipus
anterior. Només cal observar

XA=B<+= (XA)!=B < A'X'= B

4.3.1 Problemes resolts

1. Discutiu, segons els valors de a, b i ¢ l'existencia de solucions per al sistema
d’equacions segiient:
ar +by+bz=1
br +ay+bz=1
br +by+az=c

Resolucié. En aquest cas la matriu A del sistema i la matriu ampliada (A | B)
son les segiients

A:

>~ o> 2

b b
a b |, (AlB) =
b a

S o R

b b1l
a bl
b alc

Mitjancant transformacions elementals de files esglaonem la matriu A del sistema i
la matriu ampliada (A | B) per tal d’estudiar en quins casos es verifica que rang A =
rang (A| B). Estudiem per separat els casos a =01 a # 0.

(a) Cas a # 0.
a b bl a b b 1
(A|B)=1| b a b1 L~ 0 a®>=b* ab—0*| a—b | = ()
b b alc }Cgizgjﬁ 0 ab—0* a*>—0*|ac—0>
(a.1) Suposem que a # 0, b # —a.
a b b 1
(%) ~ 0 a®—0? ab — b a—>b

e DB=bl\ 0 g(a+ 2b)(a—b) | alac+ be — 2b)

e Sia#b,a# —bia# —2b, el rang de la matriu del sistema és 3 (i
també és 3 el rang de la matriu ampliada). El sistema és, en aquest cas,
compatible determinat (té una tnica solucid).

e Si a = —2b+# 0, aleshores la matriu obtinguda és
—-2b b b 1
0 30 —3v? —3b

0 0 0 |26*2+¢)



82 FEines basiques d’algebra lineal

El rang de la matriu del sistema és 2. En canvi, el rang de la matriu
ampliada pot ser, o bé 2, o bé 3.

Si ¢ = —2, el rang de la matriu ampliada també és 2, i el sistema és
compatible indeterminat.

Si ¢ # —2, el rang de la matriu ampliada és 3 i el sistema és incompatible.

e Si a=10+#0, la matriu ampliada del sistema és

bbb 1 bbb 1
000 0 ~ 00 0|l202c—1)
00 0[262c—1) )"\ 00 o0 0

Com abans, el rang de la matriu del sistema no depen del valor de la
constant ¢ (és sempre igual a 1), mentre que el rang de la matriu ampliada
si que en depen.

Quan ¢ = 1, el rang de la matriu ampliada és igual a 1, i el sistema és
compatible indeterminat.

Quan ¢ # 1, el rang de la matriu ampliada és igual a 2, i el sistema és
incompatible.

(a.2) Suposem b = —a # 0. Llavors, la matriu (1) és:

a —a —a 1 a —a —a 1
MH=(0 0 —2a 2a ~ 0 —2a*> 0 |a(c+1)
0 —2a2 0 la(c+1) /)" \o0o 0o —2a| 2a

Observem que tant el rang de la matriu del sistema com el rang de la matriu
ampliada son iguals a 3. El sistema és, doncs, compatible determinat.

(b) Cas a = 0. La matriu ampliada del sistema és

(A]B) =

S o O

b b
0 b
b 0

QA o

Fent transformacions elementals de files per esglaonar aquesta matriu,

b 0 b1 b 0 b 1
(A|B) ~ 0 b b1 ~ 0 b b 1 ~
fiefo b b 0lec fs=f3—f1 0 b —ble1
b 0 b 1
~ 0 b b 1
i=fs=l\ 0 0 —2b|c—2

(b.1) Si b# 0, el rang de la matriu del sistema i el rang de la matriu ampliada sén
tots dos iguals a 3. El sistema és, doncs, compatible determinat.

(b.2) Si b =0, independentment del valor de la constant b € R, el rang de la matriu
del sistema és 0 i el rang de la matriu ampliada és 1. En aquest cas, el sistema
és compatible determinat.
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Podem resumir 'estudi realitzat de la forma segiient:

b =0 — sistema incompatible
a=0
b 7é 0 — sistema compatible determinat

b= —a — sistema compatible determinat

a#0

¢ =1 — sistema compatible indeterminat
=a
C 7é 1 — sistema incompatible

b 1 Cc = —2 — sistema compatible indeterminat
= —=Q
2 C 7é —2 — sistema incompatible

2. Trobeu les solucions (si en té) del sistema segiient, segons els valors de les constants

aib
r+ay—z=1
20+ 9y —az =2
rt+y—z=a

Resolucié. Fem transformacions elementals de files per tal d’obtenir les formes
esglaonades de la matriu A del sistema i la matriu ampliada (A | B)

1 a —1|1 1 a ~1] 1
(A|By=| 21 —a|2 | ~ 0 1-2a —a+2| 0 |=(x
11 —1ja ) 2270\ 0 1-a 0|a—1
Sia=1,
1 1 -1]1
x)=(0 -1 10
0 0 0]0

Veiem que rang A = 2 = rang (A| B), d’'on deduim que el sistema és compatible
indeterminat i té com a conjunt de solucions x =1, y — z = 0.

Suposem ara a # 1:

1 a —11 1 1 a —1 1
frrafs \ 0 1-2a —a+2| 0 JBTRTCEURN g 0 —g42]1-2a
fh=ro

D’on tenim situacions diferents:

e Si a # 2, llavors rang A = 3 i el sistema és compatible determinat amb solucié
3—a—a? 1-2a
r=—— y=-—1, z= :
2—a 2—a
e Si a = 2, aleshores rang A = 2 # rang (A|B). En aquest cas el sistema és
incompatible.
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Finalment, podem expressar les solucions del sistema d’equacions estudiat, segons
els diferents valors de la constant a en la taula segiient:

Conjunt de solucions del sistema

azl,a#2 | {(x,yz2) = (35221, L2)

a=2 0

rx=1
a=1 {(m,y,z)‘yfzzo

3. Resoleu 'equacié matricial segiient

1 11
1 21
1 1 2

— =
Il

— = =

W DN =

Resolucié. Denotem A 1 B a les matrius

1 111
A=11 2 1 1 B =
1121

—_ = =

1
2
3

i fem transformacions de files a la matriu (A| B) fins a obtenir una matriu esglao-
nada on en les r primeres columnes, si r és el rang de la matriu A, obtinguem la
matriu identitat d’ordre r. Pot ser que per aconseguir aixo faci falta efectuar algun
intercanvi de columnes, la qual cosa equivaldria a efectuar un canvi en 'ordre de les
variables, és a dir, un canvi en les files de la matriu X.

111 1]11 111 1|11
(A|B) - 121 1|1 2 ~ 0100[01]~
112 1(13) 4%na\00T10/02
fh=rf3—rf1
100 : 1 1 —2
~ 010 : 0 0 1
fl=f—f2—13 O 01 - 0 0 2
—_—— O~ e —
I3 T Z

L’equacié AX = B ha estat transformada en l'equacié (I3|7)X = Z. Ates que no
hem fet cap intercanvi de columnes, ambdues equacions matricials tenen el mateix
conjunt de solucions.

El fet que rang A = 3 = rang (A | B) ens assegura que 'equacié AX = B té solucid.
Pero en ser el rang de la matriu A més petit que el nombre de columnes de la matriu
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A, la solucié de 'equacié AX = B no és tnica. Anem ara a buscar les solucions de
I'equacié (I3|T)X = Z (que sén les mateixes que les de I'equacié AX = B).

Ates que la matriu que prové (per transformacions elementals) de la matriu A esta
descomposta en dues submatrius (I3|7), fem ara la descomposicié analoga en la
X
matriu X, X = (—1 . Analitzem els ordres d’aquestes submatrius.
2

e Per a que el producte AX tingui sentit s’ha de complir:

num. de files de la matriu X = num. de columnes de la matriu A

e Per a que la igualtat AX = B tingui sentit s’ha de complir:
num. de columnes de la matriu X = num. de columnes de la matriu B

Aixi doncs, en aquest cas la matriu X és una matriu de tres files i dues
columnes.

. X1

e Per a donar sentit al producte (I, |T) a

2

> s’ha de complir:

nim. de files de la matriu X; = r(=rang A)

num. de files de la matriu Xo = n — r, n = nim. de columnes d’A

En el nostre cas la matriu X; és una matriu amb 3 files i 2 columnes; X, és una
matriu arbitraria (matriu de parametres) d'una fila i 2 columnes: Xy = (t; t2).

X
La matriu X; l'obtenim a I'imposar (I, |T) (f) = Z, d’on deduim
2
1 =2 1 1 2 t1 to 11—t 22—t
X\=Z2-TXo=[0 1]|-[ 0]t ty={0 1]-{0 0]=] o 1
0 0 0 2 0 0 0 2

Finalment obtenim que les matrius X solucié de 'equacié AX = B sén totes les

de la forma:
11—t —2—1t,

Xy 0 1
¢= ( Xs ) N 0 2
51 lo
amb t1,t, € R parametres qualssevol.
Una altra forma de pensar el problema és la segiient: observeu que la resoluci6

de l'equacié AX = B es pot pensar com la resolucié simultania dels dos sistemes
d’equacions segiients:

rt+yt+att=1 Tyt yst+ 2+t =1
rT14+21+2+ti =1 To 4+ 2y + 29 + 19 = 2
x1+y1+221+t1:1 x2+y2—|—222—|—t2:3
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que, expressats matricialment, s’escriuen de la forma:

T

1 1
Al Y =1 ]=8B i Al 2 1= 2] =8,
Z1 1 Z9 3
ty to

Fem transformacions de files a les matrius (A|B;) i (A|Bsy) fins a obtenir matrius
esglaonades per files on en les primeres r columnes obtinguem la matriu identitat
d’ordre r, essent r =rg A (sabem que r = 3)

100 : 1]1 100 1]-2
(AlB))~| o010 ¢:0]l0 (AlBy))~ o100 1
00 1°: 001 : 0| 2

Aix{ transformem les equacions AX = By i AX = By en equacions (I3 |T1)X; = Z;
i (I3]|T) Xy = Z5, amb els mateixos conjunts de solucions que AX = By i AX =
B, , respectivament.

Facilment podem deduir ara les solucions (ambdds sistemes sén compatibles inde-
terminats amb un grau de llibertat i les solucions venen expressades en funcié de
I'dltima incognita):

$1:1—t1 I2:—2—t2
y1 =20 Yy = 1
z21=0 29 =2
=1 ty =1

per a t1,t5 € R qualssevol.

Per tant,
T1 T 11—t —2—1t
- 0 1
X = VAR ) N 0 2
1 to ty 123
[ ] [ ] [ ]

4. Resoleu les equacions matricials seglients:

a) X

(111
“\1 23 )

—_ =
W

—_ = = —_ = = =
o =

— N = = = N
N = = = N

— = =
I
VR
S =
~
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c) X

—_ = N
N = = =
— e

W DN =

1
1
2
1

—_ = = =

4

Resolucié. Per a resoldre aquest tipus d’equacié (AX = B) observem que

XA=B <+ (XA)'=B" <+ A'X'=5B".

Resolem A'X'! = B!, fent transformacions elementals de files i, finalment, trans-
posant X!, obtenim la solucié de I'equaci6 XA = B.

a) En aquest cas observem que en fer A'X" = B' obtenim 'equacié de l'exercici

anterior. Per tant, sabem ja que

1—t —2—1,
0 1
t__
X = 0 2
t1 to

Aixi doncs, en aquest cas la solucié de I'equacio és el conjunt de matrius

_ 11—t 0 0 %
X_<—2—t2 1 92 t2>’ per a t1,ty € R qualssevol.

Estudiem l'equacié A'X! = Bt:

—_ = =

Xt =

= = = =
— = N =
— N = =
—_

=~ W N

Fem transformacions de files a la matriu (A’| B') fins a obtenir una matriu
esglaonada per files,

11 1|1 1 11 1]1 1
1 2 1|1 2 01 010 1
t ty ~
<A ‘B)i 1 1 2 1 3 fé:f27f1 0 0 110 2
1 1 1|1 4 ) %=\ 0 0 0|0 3
fa=fa—F1

Observem que rg A' = 3, mentre que rg (A'| B') = 4 d’on deduim que el
sistema A' X' = B! ésincompatible. Per tant, també X A = B és incompatible.
Considerem 'equacié A*X* = B* i esglaonem la matriu (A*| B)fins a obtenir
una matriu amb la matriu identitat I, en les primeres r columnes, essent

r=rg A" (=1g A).

111 1|1 1
t| pt 1 2 1 1]1 2
(A*| BY) BRI
1 1 1 2|1 4)%=0s-n
fi=rfa—r1
11 1 1|1 1 10 0 0|1 -5
010 0[0 1 01000 1] .
h 0 0 1 070 2 f{:flfff\;*fzfﬂx 001 0j0 2 = (LX)
0 00 1(0 3 0 0 0 10 3
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1 =5
5 .2 t vt t Lz ;. ., ’ t 0 ]-
En aquest cas 'equacio A*X" = B* té una unica solucid, que és X' = 0 9
0 3
El mateix passa amb l'equaci6 XA = B, la solucié de la qual és X =

1000
( -5 1 2 3 ) '
En aquest cas, ates que la matriu A és invertible, una altra forma de resoldre
Iequacié XA = B és multiplicar per la dreta ambdds membres de la igualtat
per la matriu A~!, obtenint-se aixi que X = BA™!.
Aquells que no conegueu el concepte de matriu invertible o bé, no sapigueu

calcular la inversa d’una matriu, podeu mirar la seccié segiient, dedicada a
aquest topic.

4.3.2 Problemes proposats

1. Discutiu la compatibilitat dels sistemes d’equacions segiients:

r+2y—z2=0 Ty —x9tr3= 1
(a) r+y—z=>5 (b) 1+ 229+ 13 = —2
y:4 x1+5x2+x3: 1

Solucio. Ambdods sén incompatibles.

. Proveu que si els sistemes AX = B i XA = C tenen un solucié comuna, aleshores
es compleix BA = AC'.

. Resoleu els sistemes d’equacions segiients:

T+ vy tas+-+a, =1
$1+2[E2+l’3++l’n:1
l'1+l'2+3l‘3++l‘n:1

T+ T+ a3+ +nr, =1

n+17Y) )
rT1t+Tot+x3+ -+, =

2
1
:p1+2m2+x3+---+xn:(n—2i_ )+2
1
x1+x2+3$3+---+xn:(n;— )+6

1
x1+x2+x3+---+nwn:(n; )+(n—1)n
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Solucio.
a) r1=1, xo =x3="--- =1z, =0.
b) 1 =1, 290=2, 23=3,--+, 1, =n.

4. Discutiu i resoleu (en els casos en queé existeixi solucid) el sistema d’equacions
segiient:
I‘1+2$2+3ZE3+$4:2
T + T3 —f- Ty = ]_
ary +x3 =1
Bry + Brs + x4 =1

Solucié. Si a # 11 [ # —1, el sistema és compatible determinat i la seva solucié
és
1—2a —1 a 1

B (T M (R ) M (RO [ R M R Y

En els altres casos, el sistema és incompatible.

5. Quina relaci6 hi ha d’haver entre les constants «, § € R perque tingui alguna solucié
no nul-la el sistema d’equacions segiient?

r1 + 229 + axz +
2@y + xo + Bas —

Solucié. 5a* — a3+ 5a — 3 = 0.

6. Determineu per a quins valors de les constants a i b la matriu

0 1

3 3

X = 3 3

10

és solucié de 'equacio

a b b a 13 13
b b a a 10 11
a a b b X 11 10
b a —a a 1 2

Solucio. a =1, b=2.
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4.4 Matrius invertibles. Calcul de la inversa d’una
matriu

Si A € M,(K), A és invertible si i només si rang A = n. Llavors, la inversa de A,
A™t € M, (K) és I'inica matriu tal que AA™' = A"'A=1,.

Si A és invertible i B € M, (K) verifica AB =1, o BA = 1I,, es compleix que B = A"!.
El calcul de la matriu A~! es redueix, doncs, a trobar la solucié de I’equacié matricial
AX =1, que, a la practica, es redueix a efectuar:

transformacions elementals de files

(A[L) ~ —— ~ (I,|B)

i B sera A7L.

4.4.1 Problemes resolts

1. Calculeu les inverses de les matrius segiients

110 00

010 011 10

A= -102|, B=]l010 -10
100 001 10
010 01

Resolucié. Ampliem la matriu A amb la matriu identitat i fem transformacions
elementals de files fins arribar a obtenir la matriu identitat a I’esquerra (en el lloc
on tenfem la matriu A) aconseguint aixi la inversa de A a la dreta (on abans teniem
la matriu identitat).

01 0/100 1 00 0 1
(All3) = -1 0 2|0 10 ~ 01 0f1 0 ~
1 0 0/00 1) s=,s \ =1 0 201 0/ s=rs+h
o=
f5=Ff2
1 00[00°1 1 0/o 0 1
~ 01 0[{100 ~ 01 0[1 00 |=(LA"
002/01 1) g4 \001]0 35 5
Aixi doncs,
0o 0 1
A= 1 0 0
0 1/2 1/2
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Fem el mateix amb la matriu B:

~Y
1
fa=Ffa+73
fi=f5+Ff4

0/ 0000
0/j0 1000
-2 0|0 -1 1 00
0j0 0010
-1 1]0 -1 0 0 1

0
1
1

0
1
-1
1
-1

— - O O O
— O O O O
/|\
aal
S
(|
Qean
Sl
BN
—
(sl el
oo o —H O
OO - OO
o — O O O
— O O O O
OO OO
O - - O
|
o~ O - O
— — - O
— O O OO
(\
I
—
0
~
-

~
1

fo—f3+fa
f3—2f4

_
b=
f4=

0
0
0
0 |+
1

0
0
0
-1
1

0
0
1
-1
0

0
1
1
1
-1

— O O O O
OO O O
O— N —H O
O - - O O
— - O O O
— O O O O
N~
oM <
s
|
[N
Soos st
i
—
OO O O
OO O —H
OO —= - O
O~~~
[
— O O O O
SO O O -
SO — AN - O
[
O - OO
I
— O OO
— O O OO
/|\

~

— o~ o~ o~
I f |
— O O OO
[esliev il el S
oo o - O
OO - OO
o — O O O
— O O O O

&

2z

r
—
OO OO
O_I,AQ‘I_._IA

0
0
1
-1
0

0
1
-1
1
-1

1 1000]1
010000
001000
000100
000010

~(

és:

bem a que la inversa de la matriu B

1 aixi arri

2. Calculeu la inversa de la matriu segiient

|

11111
11000
10100
1 0010
1 0001

A= (
Resolucié. Procedim a fer transformacions elementals de files a la matriu (A|75)
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fins a obtenir (I5|A~1)

1111 1/1 000 0
1 1000/0100 0
(AI) = [ 1 01 0 0[0 01 0 0 ~
1001 0[0 00 1 0 | gen-rairmrsiss
1000 1(0 0001
3000 0|1 -1 -1 -1 -1
1 1000/0 1 0 0 0
~ 10100/0 0 1 0 0 ~
1001 0/0 0 0 1 0| seshn
1000 1[0 0 0 0 1) #=emn
fl=3f5+f1
3000 0|1 -1 -1 -1 -1
030001 2 —1 -1 —1
~ 003001 -1 2 —1 —1 N
0003 0[1 -1 -1 2 —1|s-n
0000 3[1 -1 -1 -1 2
300001 1 1 1 1
03000 1 2 -1 -1 —1
~ loo0o300l 1 -1 2 -1 -1|=035DB
00030 1 -1 -1 2 -1
0000 3| 1 -1 -1 -1 2

Observem que si AB = 3I5, llavors A™! = %B. Aixi, sense necessitat de fer més
calculs, deduim que A1 és

-1 1 1 1 1
] 1 2 -1 =1 —1
A*1:§ 1 -1 2 -1 -1
1 -1 -1 2 -1
1 -1 -1 =1 2

[ ] [ ] [ ]

3. Calculeu les inverses de les matrius segiients

2111 1 2 2 2
1 211 21 2 2
A= 11 21 |7 B = 2 21 2
1 11 2 2 2 21

Resolucié. Fem transformacions elementals de files a la matriu (A|l;) per a obtenir
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la inversa de la matriu A.

21 1 1|10 0 0 211 1] 1.0 0 0
(A|1)—12110100~’1100*1100 N
Y711 12 1j001 0] & -1 01 0[-1010]| °

1 11 2/000 1/%0\ -1 00 1|1 0 0 1)l

500 0] 4 -1 -1 -1 500 0] 4 -1 -1 -1
1 100/-1 1 0 0 050 0[-1 4 -1 -1
“{-1o010{-1 0o 1 o], T 005 0[-1 -1 4 -1 |7 BLIO)
100 1|/-1 o o 1)7=20\o o0 o0 5|/-1 -1 -1 4
D’on obtenim

4 -1 -1 -1
1 1 -1 4 -1 -1
At =_C=<

51 -1 -1 4 -1
-1 -1 -1 4

Operem ara, de forma semblant, amb la matriu B.

1222[1000 1 2 2 2/ 1000
1220100 1 -1 0 0/-1100
(Bl)=15 91 2/0 0 1 0 T 1 0 -1 0/-1010 T
2221000 1/%50\1 0 0 —1|-1 0 0 1)7iTreree
7 0 0 0]|-52 22 7 0 0 0]-5 2 2 2
Jr -1 0 o/-1100 N 0 -7 0 0/-2 5 -2 -2| _
1 0 -1 0/-1010| 7 0 0 -7 0[-2 -2 5 2| 7
1 0 0 -1|-100 1)\ 0o 0 0 —7|-2 —2 -2 5/)15.0

7000|-5 2 2 2
0700 2 -5 2 2
~loo 70| 2 2 -5 oD
0007 2 2 2 -5

D’on deduim que la inversa de la matriu B és:

4.4.2 Problemes proposats

1. Estudieu si son, o no, invertibles les matrius segiients i, en cas de ser-ho, determineu
la seva inversa

31 15 1110
2 4 6 2 1110
A= 00 21| B=1 91 99
00 -1 0 000 1
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Solucio. Ambdues matrius son invertibles i

4 —1 —44/3 —38 0 —1/4 1/4 0
oLt 2 3 —2% 12 pa_| 0 1 0o
140 0 0 —14 |~ | -1 —1/4 174 0
0 0 14 28 0 0 01
2. Calculeu les inverses de les matrius A, € M,(R), n > 2, k # —1
kK1 1 1
1 k£ 1 1
1 1 k 1
An,k — . .
S
11 1 k
Solucio.
k+n—2 —1 -1 ... -1
-1 k4+n—2 -1 ... -1
1 ) .
A_l — . . .
e (k—=1D(n+k—1)
: .. .. .. —1
-1 oo —1 k+n-—2

1
3. Calculeu les inverses de les matrius B, € M,(R), n>2, k# —11i k # T
—-n

1 k kK ... ... k
k1 k... ... k
Bn,k_
k k1
Solucio.
kn —2k+1 —k -k ... —k

—k kn—-2k+1 —k ... —k
1 . . . . .

B—l
R (1 —k)(kn —k+1)

: .. . .. —k
—k . —k kn—-2k+1



Matrius i sistemes d’equacions lineals 95

4. Calculeu les inverses de les matrius A4, € M, (R), n > 3:

1 1 1 1 ... 1 1
11 0 0O ... 0 0
1 0 1 o ... 0 O
A, = S ) ) ) .
10 0 1 0
10 0 1
Solucio.
-1 1 1 1 1
1 n-3 -1 -1 -1
1 1 -1 n-3 -1 -1
Al )
n n_2 .
- 1
1 —1 —1 n—3

4.5 Miscel-lania

4.5.1 Problemes resolts

1. Per a quins valors de les constants a, b, ¢, d, e, f, A € R es compleix 'equacid

seglient?
1 a d 1 1
2 b e 0O |=A|0
3 ¢ f 1 1

Resolucid. Per la definicié de producte de matrius, i de producte d’una matriu
per un escalar, la igualtat de I’enunciat és equivalent a la igualtat entre les matrius

1+d A
2+e i 0
3+ f A
Observem que, per a que aquestes matrius puguin ser iguals, cal que e = —2 i
1+d=3+ f. Equivalentment, e = =2 i f = d — 2. Aix{ doncs, els valors de les
constants per al quals es compleix la igualtat sén: a,b,c,d e R; e=—-21 f =d—2.
[ ] [ ] [ ]

2. Estudieu per a quins valors de les constants a,b € R, el sistema d’equacions XA =
B, amb

1 1
A= -1 ., B=|1
1 1

=~ N
Q@ 2 2
> Q2
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és compatible. En aquests casos, determineu el conjunt de solucions.

Resolucié. Estudiarem el sistema equivalent A*X' = B'. Comencem estudiant el

rang de la matriu (A'|B"):

1 a 1 2 a|l a 1 2 a 1 a

1 a ~ 05 2a]2 2a ~ 0 5 2a 2 2a | .

1 b)s=r+1n\0 2 0|0 b—a/ri=5r3-2,,\0 0 —4da|—4 50— 9a
=f3—f

Observem que si a # 0, llavors rg A" = rg (A'|B") = 3 i el sistema és compatible
determinat. En aquest cas (a # 0) podem seguir fent transformacions elementals
de files fins a obtenir la matriu I3 en les tres primeres columnes:

1 2 a 1 a 4 8 0 0 5b—5a
05 2| 2 2a ~ 0 10 0| 0 5 -5a]| ~
0 0 —da|—4 5b—9a) pp=oraiss \O 0 —4da|—4 5b—9a )y 1y,

f{=4f1+r3

4 8 0| O 5b—ba 4 0 0| 0 b—a
~|0 2 0 0 b—a ~ 0 2 0 0 b—a ~
0 0 —4a|—4 5b—9a .f{:fI—4f2 0 0 —4a|—4 5b—9a f{:Tifl
fl=

=W N
ISEENSTIRS]

1
<Af|Bt>=<—1
1

4=3 12
fh=—2=f3
1 0 0|0 %b—%a
1 5b 9
00 1|L =39
Aixi, en aquest cas la solucio és:
1 1
0 Zb—za
t_ 1p 1
X'=10 50— 5a
1 5 9
e a1

Suposem ara que a = 0. Llavors tenim:

120 1 0
(A4BY ~ | 0 5 0l 2 0
00 0|—4 5b

2
5
0
i observem que rg A" = 2, mentre que rg (A*|B") = 3 (independentment del valor
de b € R). En aquest cas, doncs, els sistema és incompatible.

(\)

1 -1 -1
. Sigui A € M,(R) una matriu invertible. Proveu que la matriu 7" = — < gl _gl )

, . ) (S S
és la inversa de la matriu X = < g _g ) .
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Resolucid. De les definicions de les operacions basiques amb matrius, es dedueix
que podem fer també aquestes operacions basiques “per blocs”. Llavors:

XT — 175 8 St STE\ _ 1 /887 4897 SST—S5Tt\ 1 /20 0 _ s
T\ 8§ =S Sl g1t ) 9\ss1t_g51 §514651 ) "9\ 0 2of |

TX — 1757+ 57! S S\_1/5'S4+871s §7ls—s57is\ _1/2 0 _
T o\ 5t gt S -8 ) 2\ 81S—8571s Sslg4s-lg )79\ 0 2 |

Per tant, T = X!,

4. Determineu el conjunt de solucions de I'equaci6 AX — XA = 0, essent

01000
00100
A=1000 10
00 00O
00010

Resolucié. Observem en primer lloc que, per a que aquesta equacié matricial
tingui sentit, cal que X € M;5(R). Posem

a la matriu incognita. Llavors:

010 0 0\/zt 25 2} 2} 2l R S 01 0 0O
1 Ty T3 Ty Ij 1 T3 T3 Ty Ty
0 01 00 ¥? 23 23 23 a2 ¥? 23 23 23 2 0 01 00
1 T3 T3 Ty T 1 T3 T3 Ty Tj
AXXA=|0 0 0 1 0| 23 a3 a3 aF ad || 23 23 23 23 22 |l0 0 0 1 0
1 T2 T3 Ty T 1 T2 T3 Ty Tj
0 0 00O ri xd xd o2} ol xt xf xi af ol 0 0 00O
1 Ty T3 Ty Ty 1 X2 T3 Ty Ty
5
000 1 0/\2% 25 25 2§ a2 8 b xf 2§ 2 0 0010
2 .2 .2 .2 o2 S OS R | 1
r7 x3 X3 T§ TF 0 21 z3 z3+z5 O
3 .3 .3 .3 .3 2 2 2 2
Ty xy X3 Ty Ty 0 zf x5 =3+ ¢
| 4 4 4 4 4 3 .3 .3 3 -
=|lz7 x5 73 xz x5 |—| 0 2y x5 zz3+zx 0 |=
0 0 0 0 O 0 z} x5 x3+az 0
v 3 x% xf ik 0 #5 23 a23+23 0

3
Ty Ty =Xy T3 — Ty Ty —T3— Ty Ty
4
5

Ty Ty =Ty T3 — Ty Ty —T3—T5 Ty
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D’aqui deduim que cal:

?=r3=2{=0
r3=0

ri=1a =1} =
i =12i=1}=1]
s =127=0
r3=15=0

T3 =22 =1}
ri =2 — 1z}
5_ 1 _ .5

Aixi doncs, les matrius X que satisfan ’equacio sén de la forma:

11 o1 o1 .2 1
Ty Ty Xz Ty Ty — Iy
1.1 2

0 x x5 zj 0
X=|0 0 2 2 0
0 0 0 a9 0

5 5 .1 .5

0 0 a3 zy zy— 23

amb xi, 2}, 23, 2], 23 23, 25 € R qualssevol.

. Estudieu el conjunt de solucions del sistema

x4+ fy+az=0
ar+Py+z=0
r+afy+z=0

segons els diferents valors de les constants «, 3 € R.

Resolucié. Observem, en primer lloc, que es tracta d’un sistema lineal d’equacions
homogeni i que, per tant, és compatible (una solucié és x =y = z = 0). Es tracta,
doncs, d’estudiar si hi ha d’altres solucions no trivials. En primer lloc, escrivim el
sistema en forma matricial:

1 6 « x 0
a [ 1 y | =10
1 af 1 z 0
Anomenem A a la matriu del sistema. Si rg A = 3, el sistema és compatible

determinat i I"inica solucié és la trivial (z =y = 2 =0). Si rg A < 2, el sistema
sera compatible indeterminat i tindra infinites solucions.
Fem transformacions elementals de files a la matriu A per a determinar el seu rang:

1 0 « 1 I} « 1 I} Q
A= a [ 1 ~ 0 B—af 1-—a? ~ 0 B—ap 1—a? .
1 af 1 Jyman\0 aB—=B8 1—a Jurin\0 0 2—a—a?

Fh=f3—f1
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Veiem que si B —aB #0i2—a—a?#0, el rang de la matriu A és igual a 3, i
només si estem en aquesta situacié.

Podem encara concretar una mica més:
2—a—ao? = —(a—1)(a+2)
B-af = B(l-a).
Aixi, rg A =3 si, i només si: a #1,—2 1 3 # 0. Llavors, el sistema té una tnica
solucié: x =y = z = 0. En tots els altres casos, a =1 0 —2 o bé 3 =0, el sistema
té infinites solucions.

4.5.2 Problemes proposats

1. Calculeu el rang de les matrius segiients, reduint-les a matrius esglaonades per files

21 0 3 4 1 =3
A= 4 2 -1 5 ], B=101 2
01 10 11 1

Solucié. 1g A=31irg B=23.
2. Determineu el conjunt de solucions reals dels sistemes d’equacions segiients:

l’1+$3:3

— ——
(a) {iﬁ@j_ L ) mta =2
y B 5(72+21?3:5

Solucié. (a) Es tracta d'un sistema compatible indeterminat. El conjunt de solu-
cionsés: t =0, zo=14+ X, z3 =X amb A € R.

(b) Es tracta d’un sistema compatible determinat. La solucié és: 3 =0, xo = —1,
T3 = 3.

3. Estudieu si els sistemes d’equacions

2$1—3JZ2+ZL‘3: 1 2[E1—CL’2+31’3:1
T+ 2109 — 23 = —1 T1+29=0
$1—5$2+2$3: 2 $1—21‘2+3$3:O

tenen alguna solucié comuna, determinant previament el conjunt de solucions d’ambdods
sistemes.

Solucio. El conjunt de solucions del primer sistema és

{(%(A— 1),%@- 1),)\) ’ e R}

2 1
i el del segon sistema és {(§ — U, 3 + ,u,u) ‘ I E R}. No tenen cap solucié co-

muna.
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4. Estudieu, segons els diferents valors de ¢ € R, el rang de la matriu

l—¢c -—c —c
M = c l1+¢ —-1+4c¢
0 0 2

Solucié. rg M = 3, per a tot c € R.

5. Determineu la inversa de la matriu

3 0 =2
A=11 2 1
0 0 =2
/3 0 -1/3
Solucié. A" = —-1/6 1/2 5/12
0 0 -1/2
6. Determineu les matrius X, Y, Z que satisfan el sistema segiient d’equacions ma-
tricials
( 010 010 0
001 ]X-X[001|+[0]Y=2Z(100)=0
0 00 000 1
1 00 )X =0
(1 00)Z=0
Solucio.
0 00 0
X = 0 0 0 y Y = T s Z:(CL’Q T 0),
zy 0 O T3

amb x1,xs € R qualssevol.
7. Generalitzeu 'exercici anterior, determinant les matrius X, Y, Z que satisfan el

sistema d’equacions

(/0 1 0 1 0
x-x| + S ly=z(1 0 ... 0)=0
n) 1 n) 1 0
0 0 1
n—1
(10 0)X=0
L (10 ... 0)z=0
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Solucio.
0 0 0
0 U 1
X= T s Y= :(l’nfl Tp—2 T 0),
Tpn—2
Tp—o2 ... 1 0 O Ln—1
amb 1, .

oy Tp_o,x,_1 € R qualssevol.
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Capitol 5

Determinants

5.1 Introduccid

Takakazu Seki (16407-1708) al Japd va anticipar alguns elements de la teoria de deter-
minants. Les primeres referencies a Europa sén d’autors d’aproximadament la mateixa
epoca: Colin Maclaurin (1698-1746) i Gabriel Cramer (1704-1752).

Abans, pero, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) havia trobat, entre 1678 1 1713, resul-
tats importants en la teoria de sistemes d’equacions lineals no homogenis, arribant a un
resultat equivalent al que avui es coneix amb el nom de “regla de Cramer”. Aquest
darrer, I'any 1750, la va publicar. Els estudis recents d’historiadors com Eberhard
Knoblock apunten a que Leibniz va ser qui va sentar les bases de la teoria dels deter-
minants a FKuropa, tot i que tradicionalment s’han atribuit a altres matematics, com
als anteriorment citats i, entre d’altres, Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796),
Pierre-Simon Laplace (1749-1827) i Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).

La paraula determinant va ser introduida per primer cop per Johann Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) 'any 1801 . En el seu sentit actual la utilitza Augustin Louis Cauchy (1789-
1857). A partir de la segona meitat del segle XIX apareix un gran nombre de publicacions
sobre determinants. A Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) es deu 1'is modern de la
paraula determinant. A James Joseph Sylvester (1814-1897) i a Arthur Cayley (1821-
1895) es deuen diversos treballs sobre determinants. El primer va introduir un metode
per eliminar una incognita entre dues equacions polinomiques utilitzant un determinant,
tot 1 que aix0 ja es troba en els treballs de Leibniz, i el segon va introduir la notacié
moderna dels determinants, amb les barres verticals.

A principis del segle XX es van publicar de forma postuma unes conferencies de Karl
Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) i de Leopold Kronecker (1823-1891), en les
quals s’assentava la teoria moderna dels determinants, definits com a “formes bilineals
alternades”.

103
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5.2 Determinant d’una matriu. Propietats

Existeixen diverses formes de definir un determinant. Una d’elles és mitjancant el con-
cepte de permutacié. Recordeu que una permutacio d’A = {1,2,...,n} és tota aplicacié
bijectiva
s:A — A
i — s(i) 1<i<n

El nombre de permutacions d’A, si el cardinal d’A és n, és n! Posem
S, ={s:A— A| s és bijectiva}.
Si notem s(i) = s;, llavors una permutacié s € S, es pot indicar mitjancant

1 2 ... n
S =
S1 S92 ... Sp
Donada una permutacié s, com la indicada, direm que s; i s; presenten inversi6 si ¢ < j i
s; > s;. El nombre d’inversions d’'una permutacié s el notarem [(s). Aixi, per exemple,

la permutacié
(123
"= 321

és tal que I(t) = 3, mentre que la permutaci6

1 2 3
t‘(z 1 3)
és tal que I(t) =1.

El signe d’una permutacié es defineix com a
e(s) = (=1)'®

és a dir, e(s) = +1 si I(s) és parell i e(s) = —1 si I(s) és senar.
Si A € M,(K) és una matriu quadrada amb coeficients en un cos commutatiu K
(nosaltres generalment treballarem a R o a C), definim el determinant d’ A mitjangant

det A = Z e(s)aitasy’ ...ay.

n
SGSn

Es a dir, el determinant d’ A és la suma de n! sumands on cada sumand és el producte de n
elements de la matriu, pertanyents a files i columnes distintes, afectat -aquest producte-
del signe + o — segons que el nombre d’inversions de la permutacié d’A considerada
sigui parell o senar. Podem considerar 1’aplicacié que a cada matriu li assigna el seu
determinant

det : M,(K) — K
A — detA
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La notacié habitual per al determinant d’una matriu A és |A].
De la definicié s’obté que

1 _ 1
;| = a
1 1
a a
4] = dd- e
1 2
1 1 1
a a a
1 2 3
2 2 2 _ 1.2 3 2 3.1 3.1 2 1.2 3 1.2 3 1.2 3
3 3 3
ay a ag

Algunes de les propietats del determinant d’una matriu son:

1. El determinant de la matriu unitat és 1

10 ... 0
0 1 _q
0 0 1

2. Per a una matriu triangular superior es té

1 1 1
a; Gy ... a,
2 2
0 a; ... a; R .
: ) =ay - Ay...0y
n
0 ... 0 ap

En particular, el determinant d’una matriu diagonal és el producte dels elements
que estan sobre la diagonal. En el cas d’'una matriu triangular inferior, es té també
el resultat analeg.

3. Si existeix una columna (o fila) de zeros el determinant és nul.
4. Si existeixen dues columnes (o files) iguals el determinant és nul.
5. Si permutem entre elles dues columnes (o files) el determinant canvia de signe.

6. Si a una columna (o fila) se li suma una combinacié lineal de la resta de columnes
(o files) el determinant no varia.

7. Si multipliquem per un escalar A una colmna (o fila) d’'una matriu, el determinant
de la nova matriu també queda multiplicat per A, és a dir:

1 1 1 1 1 1
ay ... Aa; ... a, a ... a; ... a,
S =A : :

n n n n n n
at ... Aal ... a} af a; apy
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a a a a,
i i | i i
Aay ... Aal | =A|al ... Aal,
n n n n
at ... ap al ... ap

Com a conseqiiencia, si A € M, (K) i A € K, es té que

det(A- A) = \" - det(A)

8. Es compleix

1 1 pl 1 1 1 1 1 1 1
a ... a;+b ... a, ay ... a; ... a, aj b; a,,
: : = : s : :
n n T n n n n n n n
at ... ap+0b ... ay ay a;y ... ap af b; ay

1 1 1 1 1 1

ay an ay an ay an

aj + by a, +b;, | =| aj a, |+ by b,

n n n n

ay Ay, ay Ay ay (y,

9. Si A, B € M,(K) es compleix que

det(A- B) =det A-det B
10. Si A € M, (K) és invertible es compleix que

1
det A7 =
¢ det A

11. Si A’ ésla matriu transposada de la matriu A (és a dir, la matriu obtinguda a partir
de la matriu A en intercanviar files per columnes) es compleix que det A = det A?.

Si A € M,(K),lanotacié A} indica la matriu obtinguda de A en suprimir la fila i-esima
i la columna j-esima (noteu que A € M, _1(K)). Definim com a adjunt de I'element d}
de A, a

of = (—1)"7 det A’ .

El det A} s’anomena menor complementari de I'element a; de A. El determinant d’A es
pot calcular mitjancant el desenvolupament per una columna j qualsevol, 1 < 7 < n,

1.1 n.n
det A = a; oy + -4 yen
o bé, per una fila 7 qualsevol, 1 <17 <n,

det A = alal + -+ +d.a!

n*
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Si A e M,(K) anomenem f "' al menor d'ordre p de A que és el determinant de

]1"']])
la matriu que resulta de considerar els elements que pertanyen a les p files 7,...,i, i a
les p columnes j,...,J,. Aixi, per exemple, si
2310
-1 5 6 4
A= 2 1 5 2
3 879
és
9 3 5 6 4 310
di=| 3 3]s att=|1 s 2 )5 wiio |15 2
8 79 8 79
Si suprimim p files, 4,...,4,, 1 p columnes, ji,...,j,, de la matriu A € M,(K), el

determinant de la matriu aix{ obtinguda (d’ordre n —p) s’anomena menor complementari

i1.ip ...
del menor 4u; "7
En I'exemple anterior, tenim

. ~07 ...
i es nota fi;,") .

5 2
~12 . 8234 9] . #1334 _
M12:‘7 9| fysy=12]; fys3y=|-1].
S’anomena adjunt d'un menor (d’ordre p) ;77 a:
il...ip _(_ i+j~i1...ip
gy p = (1) 1edp ?
oni=1 +--+1i,, J=J1+ -+ Jjp; convenim que sempre 1 < i; <ig < -+ <1y <N

1<ji<ja<--<jp<nm.
Amb aquestes notacions, el determinant d’A es pot calcular de forma més general amb

la regla de Laplace que permet el desenvolupament del determinant pels menors d’ordre
p de p columnes ji, ..., j,, mitjancant

. iy idedp
detA= Y pr ool
1<) <<ip<n
o bé, pels menors d’ordre p de p files iy, ..., ,, mitjancant
B iy i1eip
det A = Z [ SRR T
1<1<+<jp<n

Com a conseqiiencia de la regla de Laplace es té que:

a) Si A, B s6n matrius quadrades d’ordres n i m respectivament, llavors

A0 AlC

on 0 indica una “submatriu”, els coeficients de la qual sén tots nuls.
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b) En general, si A; és una matriu quadrada, Vi, 1 <7 <p, és:

A By ... ... B,
0 A Cy ... C,

det 0o 0 Ay . =det A;det Ay...det A,
0 0 ... ... A,

per a tot By,...,B,,Cs,...,Cp,....

5.2.1 Problemes resolts

1. Calculeu el determinant de la matriu segiient

120 3
011 -1
A= -1 01 0
012 1

a) Desenvolupant per la primera fila.
b) Desenvolupant per la primera columna.

c¢) Fent préeviament transformacions per introduir zeros.
Resolucid.

a) Desenvolupant per la primera fila tenim:

1 1 -1 01 -1 01 -1 011
detA=1/01 0O0}-2/-11 O0}|4+0, -1 0 O0]=-3|-101
12 1 0 2 1 01 1 01 2

Calculem els tres determinants d’ordre tres:

1 1 -1
01 0 = 1“ _1 =2
12 1] !
Desenvolupant per la segona fila
01 -1
11 0] = —(-1) ; _H:?)
02 1] '
Desenvolupant per la primera columna
011
~10 1 :—(—1)15‘:1
01 2| '

Desenvolupant per la primera columna

Finalment, det A=1-2—-2-3—-3-1=-7.
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b) Com que en la primera columna de la matriu A apareixen dos zeros,

11 —1 20 3
detA=1/01 O0}|—-1]1 1 —-1|=1-2—-1-9=-7
12 1 1 2 1

c¢) Sigui B la matriu obtinguda a partir de A, sumant-li a la tercera fila la primera:

120 3
011 -1
B = 021 3
012 1

Ates que sumar a una fila una combinacio lineal de les altres no varia el deter-
minant, tenim que:

1
det A = detB=| 2
112 1

Desenvolupant per la primera columna

Operant de forma analoga, concretament restant dos cops la primera fila a la
segona i un cop a la tercera, obtenim:

1 1 -1
(1)=|0 -1 5 :"}2‘:—7.
0o 1 2
[ ] [ J [ ]
2. Calculeu el determinant segiient
11 1 1 1
1 2 3 4 5
D=1 4 9 16 25

1 8 27 64 125
1 16 81 256 625

Resolucid. Restem la primera fila a la segona, la segona fila a la tercera, etc., la
qual cosa no varia el determinant i d’aquesta forma aconseguim que tots els elements
de la primera columna, tret del primer, siguin zeros, i llavors desenvolupem per la
primera columna:

111 1 1 Lo 3y
0123 4 2 6 12 20
D=|02 6 12 20 |= =(1).

4 18 48 100
0 4 18 48 100 < 51 192 500
0 8 54 192 500




110

FEines basiques d’algebra lineal

Observem que tots els coeficients de la segona columna sén multiples de 2, els de la
tercera sén multiples de 3 i els de la quarta de 4. Treiem fora aquests niimeros,

11 1 1
2 3 4 5
(=234, g 15 95 | =@

8 27 64 125

Restem ara a cadascuna de les columnes l'anterior aconseguint, aixi, zeros a la
primera fila, tret de I’element que és a la primera columna, i desenvolupem per la
primera fila:

EEEINT
(2) =24 =245 7 9 |=(3).
doo 79 19 37 61
8§ 19 37 61
Repetim la mateixa operacio:
1 0 0 5 9
(3)y=24] 5 2 2 :24‘18 24’:24-12:288.
19 18 24
® [ [
Calculeu, per a tot n € N:
1 n n n
n 1 n n
n on 1 n
A, =
n n 1

Resolucid. Calculem els determinants A,,, per als primers valors de n € N.

A =|1]=1
1 2
1 3 3 1 2 2 70 0
A3=[3 1 3 = 3 -2 0 = -2 0 |=7(-2)?
3.3 1|92 |3 o —2 |[fivhthtfs s g 9
cg=cg—cy
1 4 4 4 1 3 3 3 13 0 0 0
4 1 4 4 4 =3 0 0 4 =3 0 0
Ay= = = =13(-3)3
4 4 4 1 4| =y, | 4 0 =3 O | fi=fitfotfst+fa| 4 0 -3 0 (=3)
4 4 4 1% |4 0 0 -3 4 0 0 -3
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Per a n > 4 podem procedir analogament.

1 n n ... ... n 1 n—-1 ni e oo n—1
n 1 n ... ... n n l—n 0 0
n o n 1 n n 0 1—n 0
An: = :
ch=co—0c1
n| g=cz—c | : : 0
n n 1 n 0 0 1—n
¢ =cn—a1
l+(n—=1)n 0 0 0
n 1—n 0 0
n 0 1—-n ... ... 0
= : : . . : =[14(n—-1n](1—-n)"!
fi=fitfetfattfn : : K N : 1+ i )
0
n 0 0 1—n
° ° °

4. Per a tot n > 2, definim

Determineu el valor de D,, en funcié dels valors de D;, i < n.

Resolucio.
n n+1 n+1
n—1 n n+1 n—1 n n-+1
Dy, = n —(n—1) =
T n—1 n n+1 n—1 n n+1
Desenvolupant per
n—1 n n—1 n
la la columna
n n+1
n—1 n n+1
=nDp_1—(n—1)(n+1) =nDp_1 —(n—1)(n+1)Dp—o.
n—1 n n+1
n—1 n
[ J [ ] [}

5. Calculeu el determinant de la matriu A, = (a}) € M,(R) definida per: a; =i+ j,
1<i,j<n.
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Resolucid. Observem que A, és la matriu simetrica

2 3 4 n n+1
3 4 5 ... n+l n+2
4 ) 6 ..o nm+2 n+3
n n+1 n+2 ... 2n—-2 2n—-1
n+1l n+2 n+3 ... 2n—1 2n
: : 2 3
Sin=1, |A|=12/=2. Sin=2, |A2|:'3 4‘:—1.Peran23,
2 11 ... 11
3 11 11
4 11 11
| An| .= . =0
ch=c2—c1 :
i O B | 11
L e 11

5.2.2 Problemes proposats

1. Comproveu que

a z x b
; Z 2 ;C =[(z =0~ (2 —a)’] - [(z +1)* = (z +a)?].
b =z z «a

2. Calculeu, per atot n e N, n > 1,

1l nn n n
n 2 n n n
D,=|n n 3 n n
nnn n

Solucié. D, = (—1)""!-nl.

3. Calculeu la relacio entre els determinants de les segiients parelles de matrius quadrades:

2 3 4 46 8
a) A= 9 6 3|, B=|3 21
10 7 4 111

b) A, B = —A per a qualsevol A € M,(R).
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Solucié.
3
a) det A= 5 det B.
b) det B = (—1)" det A.

4. a) Calculeu

1 1 1 1 24+a 1 1 1
|11 2+a 1 1 1 24a 1 1
Bi=ly "1 94a 1 |0 9T I 2+a 1
1 1 1 2+4a 1 1 1 2+4a
b) Generalitzeu el resultat anterior a matrius d’ordre n.
Solucio.
a) Bi=(1+a)*, Ci=05B+a)(l+a).
b) B,=(1+a)" "' C,=(a+n+1)(1+a)" .
5. Calculeu el valor dels determinants segiients:
1 2 3 n 2 2 2 o 2
1 n+1 3 n 2 2—n 2 e 2
a) 1 2 n+1 n b) 2 2 2-n 2
1 2 3 n+1 2 2 2 2—n

Solucié. a) (n—1)! b) (=1)"12pn1.

5.3 Calcul del rang i la inversa d’una matriu mit-
jancant determinants

El rang d’una matriu coincideix amb l'ordre del major menor no nul. Es a dir, si A €
M, (K), rang A = r si, i només si, existeix un menor d’ordre r no nul i tots els menors
d’ordre superior a r soén nuls.

Donada una matriu A € M, (K) s’anomena matriu d’adjunts de la matriu A aquella que
resulta de substituir cada element az- de A pel seu adjunt aé.

1 1
ajy ... a,

Donada una matriu A = : : podem saber si admet inversa mitjancant el
n n
at ... ay

calcul del seu determinant, ja que A és invertible <= det A # 0. En el cas que det A # 0,
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podem trobar la matriu inversa de la matriu A, A~!, mitjancant

on oz;'. és I'adjunt de 'element a§ de la matriu. Noteu que la matriu («

1 2 n

oy o7 ... Oy

1 2 n

1 1 Gy Oy ... Oy
det A : :

1 2 n

o, o, ... Oy

’) indicada és la

matriu d’adjunts de la matriu transposada de la matriu A.

5.3.1 Problemes resolts

1.

Calculeu, mitjancant determinants, el rang de la matriu segiient:

012 01

-1 00 10

A= 011 -10
101 01

011 01

Resolucié. Una possible forma de fer-ho, consisteix a comencar per estudiar el
determinant de la matriu A. Si aquest determinant és diferent de zero, aleshores el
rang d’A és cinc. En aquest cas, pero, det A = 0 i per tant rang A < 4. Llavors,
haurfem d’estudiar tots els menors d’ordre quatre (n’hi ha 52 = 25). Si algun d’ells
és no nul, aleshores ja podem assegurar que el rang d’ A és quatre. En cas contrari,
o sigui, si tots els determinants d’ordre quatre sén nuls, passariem a estudiar els
d’ordre tres. D’ordre tres n’hi ha 10?2 = 100 i aixi successivament. Com veiem,
d’aquesta forma és possible que s’hagin d’estudiar molts determinants.

Observem que passa si fem el procés a l'inrevés. En el cas que hi hagi algun menor
d’ordre dos no nul, aquest és facil de trobar. Suposant aixo, agafem D; un menor
d’ordre dos no nul. Aleshores no hem d’estudiar tots els menors d’ordre tres, sind
només aquells que n’obtenim afegint una fila i columna a D,. D’aquests n’hi ha
62 = 36 (compareu amb els 100 d’abans!). Si tots aquests determinants sén nuls
concloem que el rang d’A és dos. Si d’aquests n’hi ha algun no nul, diguem-li
D3 # 0, aleshores hauriem d’estudiar els menors d’ordre quatre que s’obtenen a
l'ampliar D3 amb una fila i una columna. D’aquests menors n’hi ha 22 = 4 (enfront
dels 25 d’abans).

Veiem que amb qualsevol dels dos metodes, en el pitjor dels casos, hauriem de
calcular molts determinants. Per aixo 'estudi del rang d’'una matriu mitjancant
determinants, si bé pot ser molt 1til en el cas de “matrius petites”, no acostuma
a ser rentable en cas de matrius d’ordre gran. No obstant aixo, tot recordant el
nombre de menors, ens adonem que el segon metode és millor que el primer.

Anem, doncs, a calcular el ragn d’A. Comencem escollint un menor d’ordre dos no
nul. Per exemple,
0 1
D2—‘ 10 '—17&0.
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Ampliem una fila i una columna

Dy=| -~

S = O

1 2
00 :—pn‘if
1 1

‘:-1#0

Hem tingut sort! En cas que aquest determinant hagués estat nul, hauriem hagut
de calcular

01 O 011
-1 0 1 o bé -1 0 0], etc,
01 —1 010
fins a trobar-ne un de no nul.
Ampliem D3 amb una fila i una columna
01 2 0 0 1 2 0 0 1 2 0 1 2
-1 0 O 1 0 0 O 1
Dy = - = -1 1 1] = o1 2| =o0.
01 1 -1 T -1 1 1 -1 T T
1 0 1 0 c/lzc1+c4 1 0 1 O 1 0 1 fé=f2+f3 1 O 1 f1=r2

Bé, en aquest cas no hem tingut tanta sort. Haurem de continuar estudiant els
altres menors d’ordre quatre, pero ho fem amb la tranquil-litat de saber que només
hi ha tres altres possibles menors d’ordre quatre que s’obtenen ampliant Ds

7(1’(1)3(1) 1 2 1 11 1

D, = =—(-1)|1 1 0 — 1 00| =0
0 1 10 01 1 /e 0 1 1 e
1011 T o
R NI

Dl = =—(-1)| 1 1 —-1|=—(-1) =-140.
01 1 -1 L1 o 11
011 0

Ja hem trobat un menor d’ordre quatre no nul; i com que al principi ja hem fet
esment que det A = 0, tenim finalment que el rang de la matriu A és quatre.

2. Calculeu la inversa de la matriu segiient:

383 2
59 4 3
A=14615 4
1 211

Resolucié. En primer lloc, per saber si la matriu A és o no invertible, calculem el
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seu determinant

det A

Il
N = O 0o
— Ul W
— oW N

-1 11 0
= 0 10 O
2 -7 1

1 4 1

- 2 31

1 2 -7 1

f1=/fi—2fa 1 2 1
fy=1/fo—3fa
J5 = f3 —4f4
-1 11

EE

N N =

_— o o o

Aixi doncs, ates que |A]| # 0, A és una matriu invertible.

Calculem ara la matriu adjunta d’ A

356
8 9 1
t_
A= 3 45
2 3 4
9 1 2 8 2
+1| 4 1 —13 5 1
3 4 1 2 4 1
5 6 1 3 6 1
—14 5 1 +13 5 1
3 4 1 2 4 1
Adj(A") =
5 6 1 3 6 1
+19 1 —1 8 1 2
3 4 1 2 4 1
5 6 1 3 6 1
—19 1 +18 1
4 5 1 3 5 1
10 —11 1 9
B o -1 1 -1
- -20 15 -5 15
10 -2 2 —32
Concloem finalment que
10
1 0
Al = —Adj(AY) = —
der AU =5 | a0
10

_— =N =

3w

15
—32

— =

T
fi=hH—"1s
fo=rfa—f3
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3. Calculeu, mitjancant determinants, les inverses de les matrius segiients

1 01
a)AzzO.b)lell
=3 1 00

100000
110000
002010

DC=001100
000011
00000 1

Resolucio.

a) Calculem el determinant d’A
det A = ‘
i, en aquest cas la matriu adjunta de A es calcula de seguida
At:<§ _;) Adj(At):(j g) |
D’on
At = Gt =25 (715 ) = (e )

b) Calculem del determinant de B

1 01
detB=|1 1 1 :‘(1)1‘:—1
1 00
En aquest cas ens costa una mica més, pero no gaire, calcular la matriu adjunta
de B!
111 0 0 -1
B'=(010 |, Adj(B) = 1 -1 0
110 -1 0 1
00 1
Finalment, B~'=| -1 1 0
1 0 -1

¢) En aquest cas, com sempre que treballem amb determinants i matrius una mica
grans, les coses es compliquen una mica.
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Comencem, com sempre, calculant el determinant de la nova matriu

det C =

OO OO ==
OO OO+~ O
OO, NO O
OO = O OO
O = O = OO
—_0 O O O

Fins aqui cap problema. Calculem ara la matriu adjunta de C*

110000
010000
002100
t_
¢ = 000100
001010
000O0T1T1

All _A12 A13 _A14 A15 _A16

A31 _A32 A33 _A34 A35 _A36
_A41 A42 _A43 A44 _A45 A46
A51 _A52 A53 _A54 A55 _A56
_Aﬁl A62 _A63 A64 _A65 A66

Adj(C") =

Calculem ara

10000

s hol el L
Ayn = |00 1 0 0= :‘ H ‘:2'1:2

1010 0 1]]0 1

01010 00 1 1

00011

00000

02100
A12: 00100:()

01010

000171

De forma analoga a Ajs, els determinants A3, A4, A5, Ag son nuls, ates
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que tenen la primera columna nul-la.

2100
0100
1010
0011

S

N — O

10000
02100
00100
01010
00011

10 000
02100
00100
01010
00011

11000
00100

0 0011

Aoy

Ao

= (0 perque tenen també les dues primeres

De forma analoga Asy = Ags = Asg

columnes iguals.

o
Il
S OO O H O OO O -
SO O H SO O - -
OO —H O O o O O +H O
oo O H O — — O O O
— O O O O — O O O O
Il Il
I~ <
[ap) [3p)
< <
— —
| _
Il I
— ~—~ ~—~
Il — —
— f _
. SN— SN—
— — —
Il Il Il
o O - S O - o O -
S — — O O — O O
— O O S —H O o —H O
o [en i — —
& — O — O — o
[| = —_— —_— —_—
—
= Il Il Il
S OO O H SO OO H OO OO H SO O —H
S OO —H - OO O A OO A OO OO H O O
OO —H O O SO H O OO oo HOo S O O —H O
SO O —H O O H O OO —+H+H O OO — - O O O
— - O O O — o OO o OO oo — o O O O
Il Il Il Il
— ) 0 O
™ [or) o 7]
< < < <
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o
Il
[lelolNellS
OO O
OO —H O O
SO N - O
— O O OO
Il
N
<
<
— —
_ _
— ™ Il Il
I I = =
— (o] | |
* * ~— ~—
— — — —
I I I I
S O S O - O O - O~
O~ S — — O O — O O
— O O N~ O N~ O N~ O
— — — —
— O — O — O — O
o - - - -
Il I Il Il Il
[N ool OO OO A o O OO A OO OO H SO O~
SO O~ SO O~ SO O~ - oo - OO OO - OO
oo - OO oo - OO SO N —H O oo N H O SO N —H O
SO o N —H O — — O O O — — O O O — — O O O — — O O O
— — O O O — O O OO — O O O O — O O O O — O O O O
Il I Il Il Il
— ™ < i) ©
<t < < <f <
< < < < <

(tenen les dues primeres files iguals)

As1 = A1 =0

(tenen la segona fila nul-la)

Ay = Ag2 =0

(tenen la tercera i quarta fila iguals)

As3 = Ag3 =0

(tenen la quarta fila nul-la)

0

Asy = Aga

[\
i
Il
S O
— — O
AN O A
[
Il —
0
- ~ o
Il Il
oo oo H S O O O A
SO —H —H O OO H H O
S o N O O oo N o A
— - O O O — - O O O
— O O O O — O O O O
Il Il
© ©
0 Ne)
< <
—
<
—
—
=]
o
<
=
™ g
Il 2
e}
[}
o O OO - e
OO H —H O m
=
oo ™Moo =
— — O O O H
=)
— o O O O ~
o
Il Il
0 0
) k=)
< <
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I ara si, finalment:

20 00 0 0
22 00 0 0
1 1l o0 10 -1 1

-1 __ . ty _ —
CT=q =51 o0 212 1 41
00 00 2 -2
00 00 0 2

Si més no, esperem que aquest exercici serveixi per convencer al lector que
aquest és un metode llarg i pesat pel calcul de la inversa de matrius que no
siguin “molt petites”. Sino fos aixi, animem al lector a fer servir aquest metode
per a una matriu quadrada d’ordre no gaire gran, per exemple nou i sense cap
Zero.

4. Digueu per a quins valors de les constants a, b, c,d € R, el rang de la matriu segiient
és igual a 2

— N = =
— O =
W N = =
QL o o e

Resolucioé. El rang de M sera igual a 2 si, i només si, existeix algun menor d’ordre
2 no nul i tots els menors d’ordre més gran que 2 sén nuls. Aixi doncs, hauran de
ser nuls det M i tots els menors de M d’ordre 3.

Observem, en primer lloc, que sempre es compleix 2 < rang M < 3. En efecte,

existeix un menor de M d’ordre 2 no nul, _; (1) ‘ =-2#0,1i
1 -1 -1 a 1 =1 0 a
-1 1 10 -1 1 0 b
M| = 2 0 2 c|, T 2 00 ¢ =0.
1 1 3 4|7 1 10d

Anem a veure ara que els menors d’ordre 3 s’anul-len.

Com ja s’ha dit al problema 1, no és necessari estudiar tots els menors d’ordre 3 de
la matriu M, sin6 que n’hi ha prou amb calcular els menors d’ordre 3 que s’obtenen
afegint una fila i una columna al menor d’ordre 2 no nul trobat abans. Calculem
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aquests menors

1 -1 -1 1 -1 «a
—1 1 1|=0 -1 1 b|=—-2a—2b
2 2 2 0 c
-1 1 1 -1 1 b
2 0 2|=0 2 0 c|=2c+2b—2d
1 1 3 1 1 d
Concloem doncs, que el rang de la matriu M és 2 si, inoméssi, b=—aid=c—a

amb a,c € R qualssevol.

5.3.2 Problemes proposats

1. Estudieu, segons els diferents valors dels parametres «, § € R, el rang de les matrius

segiients
a 1 1 1 1
2 0 2 1 [ « 1l 1 1 1
A=5 2 0 ), B=|a [ 1|, C= 1 1 a1 1
1 -2 p 1 af 1 11 1 a1
11 1 1 «
Solucio.

e rang A =3 si §# 6. Altrament, rang A = 2.

erang B=3sia#1,-21#0. Sia#1, rang B=2,peratot . Si a=1,
rang B =1, per a tot (3.

erangC=5sia#1,—4. Sia=1,rangC =1. Si a = —4, rang C =4.

. Deduiu de 'exercici anterior, en quins casos les matrius A, B i C' s6n invertibles,
i calculeu les seves inverses en aquests casos.

Solucio.

e A és invertible si, i només si, 3 # 6.
e B és invertible si, i només si, a« #1,—2 1 § # 0.
e (' és invertible si, i només si, a # 1, —4.
(e,

«Sif#£6 A= [ 35 1 5
p=6\ 3 1 1
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o 1 1+a _ 1
a2+1oc—2 a2+041—2 0412_;5-04—2
. . _1 _ _ _ (0%
e Si 7& 1,21 ﬁ 7& 0, B~ = (a2 +a—2)3 (?+a—-2)8 (a?24a—2)8
1+a o !
a?4+a—2 aZ+a—2 aZ+a—2
at3 1 1 1 1
a?+3a—4 a?+3a—4 a?+3a—4 a?+3a—4 a?+3a—4
1 a+3 1 1 1
a?43a—4 a?4+-3a—4 a?43a—4 a?43a—4 a?4+3a—4
. -1 _ 1 1 +3 1 1
eSia#l -4, C=| — — el _ _
7£ ’ ’ a?+3a—4 a?+3a—4 a?+3a—4 a?+3a—4 a?+3a—4
1 1 1 a+3 1
a?+3a—4 a?+3a—4 a?+3a—4 a?+3a—4 a?+3a—4
1 ! 1 1 a+3
a?+3a—4 a?+3a—4 a?4+3a—4 a?+3a—4 a?+3a—4

3. Per a quins valors de les constants a,b € R el rang de la matriu segiient és maxim?

3a—0 a a a

a 3a—0b a a

M (a,b) = a a 3a—0b ... a
a a a ... 3a—2"b

Solucié. rang M(a,b) = n sempre que 2a — b # 0i b — (n+ 2)a # 0.

5.4 Resolucié de sistemes d’equacions lineals. Regla
de Cramer

Considereu el sistema de n equacions i n incognites
alzt +ajz? + -+ alz" =yt
.1 n .2 NN _ N
a;xr” +agr” +--+a,x" =y

que es pot escriure en forma d’equacié matricial

11 1 1 1

a; a; ... a, z Y

n n n n n
at ay ... ay T Y
o bé AX=Y, essent

aj a ... al xt Y
A= : : : ) X = : ) Y = :
ayl ay a, z" y"

Quan det A #£ 0, el sistema és compatible determinat i es pot trobar la solucié mitjancant
la regla de Cramer que diu:

P det(al, R ,ai_l,Y,aiH, . ,CLTL)

¢ Y1 1< <
det A b =t=n

X



124 FEines basiques d’algebra lineal

1 1 1
a; a; 1 Y ;41 a,
on det(ar,...,ai-1,Y, Ait1, .-, an) = : :
n n n n n
at ... apq y" oal, ... a,

En el cas general, suposem que tenim un sistema de m equacions lineals amb n incognites
ajr' + adx? + -+ alam =yt
1 n
o (5.1)
afz! +afx? + -+ ala" = y™
compatible, és a dir, rang A = rang (A|Y) = r, r < n. Llavors existeix un menor d’ A
1
ay ... a

d’ordre r, no nul. Podem suposar, reordenant si cal, que aquest menor és

s
ay; ... a

Aleshores el sistema (5.1) és equivalent al sistema segiient:
a%x1+---+a;x”:y1

r

T N
ajrt 4+ +ala" =y
Llavors, podem escriure el sistema en la forma

1, _,1 __ 1 r+1 _ .. _ 41
alx +--Fax =y p 1T a,x

aixt +otaa" =y —al a2t — o —ala

+1

Per a cada conjunt de valors arbitraris ;" ", ..., 2" és un sistema de r equacions amb r

incognites i, com que

1 1 1 1
aj a, aj a,

rang =r <= det : : # 0
ay ... a ay ... a,

podem aplicar la regla de Cramer.

L’expressié de la solucié general del sistema en funcié de n — r parametres: 2"+, ... 2"
és:
i 7 i ,.n r_
fo ]\/[Hm —-=M2", i=1,...,r
essent
1 1 1 1 1 1
) aj ... Yy ... a, ) ay ... a a,
Mi=——— | : : Mi=—— | : li=r+1
Yo detM |- | : 7odet M | | e ’
aj Y a, aj aj a,
columna i-ésima columna i-ésima
al al
M =
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5.4.1 Problemes resolts
1. Estudieu si té solucio o no el sistema segiient

r—y+z= 1
2r+y—z2= 3
dr4+2y+z= 0
r4+y+3z=-1

Resolucio. FEl sistema té solucio si, i només si

1 -1 1 1 -1 1 1
2 1 -1 | 2 1 -1 3
RS Ly 2 | T L 2 1 0
1 1 3 1 1 3 —1
A A
Comencem estudiant el rang de la primera matriu

1 -1

2 1 70

1 -1 1 1 -1 1 1

2 1 —1|=]2 1 -1 —3~‘2 1';&0

4 2 1 0o 0 3

Concloem doncs que rang A = 3.

Estudiem ara el rang de la matriu ampliada. Per veure si és o no quatre, calculem
el determinant segiient

1 -1 1 1 0 -1 00
21—13_3104__(_1)2g;1_
4 2 1 0 |6 232]| 5 10l
1 1 3 -1 2 140
3 —6 4
= 6—92:2‘:83‘=487é0
2 00

Finalment, tenim 3 = rang A # rang A’ = 4 i, per tant, podem concloure que el
sistema no té solucio.

2. Discutiu, segons els valors de «, 'existencia de solucions per al sistema segiient

ar+y+z=1
r+ay+z=u«w

T+y+az=a?
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3.

Resolucid. De seguida ens adonem que si o = 1 les tres equacions del sistema sén
la mateixa. Aixi doncs, en aquest cas tenim un sistema compatible determinat amb
dos graus de llibertat. A partir d’ara suposarem o« # 1.

Anomenem A a la matriu del sistema i A’ a la matriu que s’obté d’ampliar A amb
els termes independents, és a dir,

1 1] 1
a 1| «a
1 ala?

A:

— = Q

1 1
a 1 A=
1l «

— = Q

Sabem que el sistema és compatible si, i només si, rang A = rang A’ i, a més, sera
determinat si, i només si, aquest rang és tres.

Anem doncs a estudiar aquests rangs. Si a # 1, aleshores

=1—-a#0.

1 «
Dz“l 1

D’on concloem que el rang d’A és almenys dos. Anem a veure si en algun cas és
tres.

D3 =det A = =a’+2-3a=(a—1)*(a+2).

— = Q
— Q2 =
S = =

Tenim doncs,

rang A=3 <= detA#0 <<= a#l -2.
Per a tot « € R, a # 1,—2, rang A = 3 = rang A’ i, per tant, el sistema és
compatible determinat.

Només ens falta estudiar el cas a« = —2. Concretament, ens manca calcular el rang
d’ A" en aquest cas. Com D3 =0 per a a = —2,

1
rang A' =3 <= D} = a=a"-2a"+1#£0.
2

«

— = Q
— Q

Pero substituint o per —2 ens déna Dj # 0, amb la qual cosa el rang d’ A" veiem
que és tres.

Aixi doncs, el sistema és incompatible quan o = —2.

Resoleu el sistema d’equacions seglient

20 +y—2=3
r+y=2
dr—2y—z2=1
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Resolucio. Considerem la matriu dels coeficients del sistema 1 calculem el seu

determinant
2 1 -1
1 1 0|=4+#0.
3 -2 -1

Ates que aquest determinant és no nul, el rang de la matriu és maxim i, per tant, el
sistema és compatible determinat. L’tinica solucié (xg, 3o, 20) del sistema la calculem
mitjancant els determinants segiients

3 1 -1 2 3 -1 2 1 3

2 1 0 1 2 0 1 1 2

1 -2 -1 . 31 -1 ] 3 =21 0
Lo = 1 =1, yo—f—, Zo—T— .

Finalment, la soluci6 és zo =1, yo =1, 29 = 0.

4. Resoleu el sistema d’equacions seglient

r+y—z4+t—-2u+v=2
r—y+u—v=1
z+t—u+v=3

Resolucid. La matriu de coeficients d’aquest sistema és

3 1 -1 1 =2 1
A=|1 -1 00 1 -1
o o0 11 -1 1

Busquem un menor d’ordre maxim no nul, per exemple

3 1 -1
1 -1 0|=-4+#£0.
0 0 1

Aixi doncs, el rang de la matriu A és maxim i, per tant, coincideix amb el de la
matriu que s’obté a 'ampliar A amb els termes independents. Per tant, el sistema
és compatible. Ates que hi ha més incognites que equacions, és indeterminat i el
nombre de graus de llibertat sera

nim. d’incognites — num d’equacions =6 —3 = 3.
En aquest cas tenim tres graus de llibertat i podem deixar totes les solucions del
sistema expressades en funcié de les tres ultimes incognites.
Reescrivim el sistema de la manera segiient:
3x+y—2z2=2—-1t+4+2u—vw

r—y=1—u+v
z=3—-t+u—v
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I procedim de forma similar a com ho féiem en ’exercici anterior. Concretament,
les solucions del sistema les calculem mitjangant els determinants seglients:

2—t4+2u—v 1 -1
l—u+wv -1 0

3—t+u—v 0 1 —64+2t—2u+v
v 4 - 4

3 2—t+2u—v —1

1 1—u+wv 0

0 3—t+u—w 1 —24 2t — 6u—+ dv
v 4 - 4

3 1 2—t4+2u—w

1 -1 l—u+4wv

0 0 3—t4+u—vw
z = ) =3—t4+u—v

Finalment, el conjunt de solucions del sistema és

,3—t—|—u—v,t,u,v>

{(—6+2t—2u+v —2 4+ 2t — Gu+ 5v
1 : 4

t,u,v qualssevol} )

5.4.2 Problemes proposats
1. Discutiu el sistema segiient, segons els diferents valors de les constants a,b € R

rt+z=a
y+z2=0
2r+y+3z=1
br+2y+2=0

Solucio.
e Si b= —1, el sistema és compatible indeterminat, per a tot a € R.
e Si b# 1, el sistema és incompatible determinat.

2. Discutiu i resoleu el sistema d’equacions segiient

$1+25L’2+3$3+$€4:3
ZE1+4Z‘2+5$3+21’4=2
2:E1+9[L‘2+8!L‘3+3£L‘4:7
31’2:1

Solucio. El sistema és compatible indeterminat. El conjunt de solucions és

B 12 7 1 -
6 256'4, 3 6 233'4, L4 Ty .
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5.5 Miscel-lania

5.5.1 Problemes resolts

1. Calculeu el determinant segiient:

z+1 2
1 T+ 2
1 2
1 2

r+n

Resolucid. Per tal d’aconseguir “fer” zeros, restem a la columna k-esima k vegades

la primera, k=2,...,n
r+1 —2x
1 T
D, = 1 0
1 0

—3z
0
T

0

—nx

0

X

Llevat de la primera, totes les columnes estan multiplicades per z. Treiem la x

fora:

-Dn — In_l

z+1
1
1

1

-2
1
0

0

0

Restant a la primera columna totes les altres obtenim una matriu triangular:

D, = 2"

D’on obtenim D,, = 2" Y(z+1+2+---4n). Sisumem 14+2+4---+n =

}:

finalment

D, = "1 {x +

0
0

n(n+1)

2

z+1+2+-+n

-2

[ {x +

n2+n

|

n(n+1)

2 ’
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2. Trobeu el conjunt de solucions del sistema

r+y—32=0
y+3z—t=28
TH+y+t=2

20 —4t =1

Resolucio. El determinant de la matriu del sistema és:

i TR T IR TR YT R
_ —(-2)[1 3 —1|=(-2)]0 3 —4
11 0 1 11 0 3 1 0 3 1 0 3
2 0 0 —4 20 0 0
-3 -1
- (_2)’ 5 4‘_(—2)15_—307&0.

D’on deduim que el sistema té solucié tnica. Trobem aquesta solucié aplicant la
regla de Cramer:

01 -3 0 8§ 2 0 -1
181 3 -1| 1 813—1_i§§_}_ig%_g
YT 30021 0 1| 30|21 0 LIT10 () o 4l 1017 o 4
10 0 —4 100 —4
1|4 -3]|_-13
T10|1 4] 10
10 -3 0 10 -3 0
1 Jos 3 1| 1]18 o 1| 1|81 0 6 =2
y=—— - =—|1 2 1|=—[1 2 1
=301 2 0 1|7=30[1 2 0 1]700|, | 4 0 -3 —6
21 0 —4 21 0 —4
_ i 6 2|2
103 6| 5
110 0 010 0
L1 018—1_1—118—1_i(1)§_1_i_(1)18_1
S -30(1 1 2 1| -30 12 1130 o 1 4] 300 5 o _4
2.0 1 —4 2.0 1 —4
_ -1 w0
30 2 9] 3
11 -3 0 11 -30
,_ L o1 38 1 1-16 1 38_1_1(131_3_1_1;1_3
T80 1 10 20730 -3 10 2|7 =30| 5 o] 80| 57
2.0 01 00 01
_1[-15 2|9
10 -3 1| 1
L’inica soluci6 del sistema, és:
—13 21 29 -9
rT=——) Yy=—, 2=—, t=—.
10 ) 30 10
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3. Trobeu el conjunt de solucions del sistema

r+3y+z2+1t=0
20 +2y+22=0
20+2=0
—r—y—1t=0

(5.2)

Resolucié. Sigui A la matriu dels coeficients del sistema. Si el determinant de la
matriu A fos no nul, el sistema tindria una tnica solucio i, ates que el sistema és
homogeni, aquesta solucié tnica seria la trivial.

Estudiem, doncs, el determinant segtlient:

1 31 1 0 21 0
02 1
2 22 0 1 11 0
det A = 2 01 of/foz 2 01 0_(_2);(1)1—
1:1“"4
e L T sV [ NS (!
0 2 1
= (9|1 1 1 :2'_3 _H:o‘
Th=f3=2f 0 -2 -1

Concloem que el sistema és compatible indeterminat (recordeu que un sistema ho-
mogeni sempre és compatible). Estudiem ara si hi ha algun menor d’ordre 3 no nul.
Per exemple,

1 31 1 31 0 20 0 2
D=2 2 2|=2/111|=2]|1 11 :(—2)’1 1‘:47&0.
2 01 2 01 1 -1 0

El sistema (5.2) és equivalent al sistema segiient:

r+3y+z2+t=0
r+y+z2=0 (5.3)
204+ 2=0

I aquest el podem reescriure aixi:

r+3y+z=—t
r+y+z=0
204+ 2=0

Apliquem la regla de Cramer per resoldre el sistema, deixant les tres primeres
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incognites en funcié de 1"iltima.

—t 3 1
02 2
00 1] -2t —t
T 12
1 -t 1
2 0 2 t‘22’
2 01 2 1 -2t —t
vo- 1 T 12
1 3 —t
2 2 0 _t‘zz‘
2.0 0 2 0| 4
z = = =—=t
4 4 4

4. Siguin A, B,C € M,(R) amb |[A| # 01 |B| # 0. Sigui X € M, (R) la soluci6
del sistema AX = U, U € M,y (R). Discutiu i resoleu el sistema d’equacions

Al O . U
MZ:N,ODM:(T‘?>1N—<GX>

Resolucié. Observem, en primer lloc, que al ser |A| # 0 el sistema AX = U és
compatible determinat i X és, doncs, I'tinica solucié del sistema: X = A71U.

Com que |M| = |A||B| # 0, el sistema MZ = N és també compatible determinat.

Posem Z = ( gl ) amb 71,7y € M,«1(R). Llavors:
2

MZ=N (CB><ZQ>_(CX)‘:’{021+BZQZCX

De la primera equacié deduim que Z; = X. De la segona, deduim que Z; =
B YCX - CZ)=BYCX - CX) =0.

Aixi doncs, el sistema MZ = N té una unica solucid, que és Z = (0) .
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5.5.2 Problemes proposats

1. Estudieu si sén invertibles o no les matrius segiients

1 0 -2 010
A=10 3 1 B=| -1 0 2
11 0 100
110 00 01001
011 10 11001
C=1010 —-10 D=]110111
001 10 2211 3
010 01 0110 2

Solucio. A si; B si; C si; D no.

2. Calculeu, mitjancant determinants, les inverses de les matrius de ’exercici anterior
que son invertibles.

Solucio.

4 1 2 —6 L (002
A‘l_? -1 -2 1], B—l_5 2 00
3 1 -3 01 1

1 -1 0 10

0 1 0 —-10

cCl'=10 -1 1 20

0 1 -1 -1 0

0 -1 0 11

3. Proveu que si la matriu ( 61 g ) ,amb A, B,C € M,(R), és invertible, també ho
sén les matrius A'BY, A'BJ per a i,j > 1.

4. Calculeu el determinant segiient:

Tty Y y y
p_| v Tty oy y
y y Tty oy
y y y T4y

Solucié. D = x*(x + 4y).
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